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1. ОСНОВНІ ТЕНДЕНЦІЇ ПРОВЕДЕННЯ ДОСЛІДЖЕНЬ 

ІДЕНТИФІКАЇ ВИЗНАЧАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПЛАСТИЧНИХ СТАЛЕЙ 

ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕННЯ НА СТИСКАННЯ  

При експлуатації транспортних засобів які працюють в складних умовах 

роботи, виникає проблема руйнування окремих деталей механізмів які працюють на 

стискання. Руйнування найчастіше відбувається через не дотримання процесу 

отримання матеріалу деталі. Саме тому дослідження пов’язанні з ідентифікацією 

визначального рівняння ливарних сталей шляхом дослідження на стискання 

актуальні для запобігання виникнення такого руйнування. 

Теорія визначальних рівнянь вперше з’явилася на шпальтах книг з 

механіки деформованого твердого тіла. Разом з тим спроби їх формулювання 

робилися неодноразово і іменувалися по-різному: фізичні рівняння або рівняння 

стану. Так у теорії пружності використовується визначальні рівняння пружних 

лінійних та нелінійних матеріалів, а в механіки суцільних середовищ – рівняння 

стискальної та нестискальної рідини, в’язкої лінійної та нелінійної рідин. Теорія 

пластичності оперує рівняннями пластичних матеріалів, і  

теплопровідності – відповідно. Разом застосування комбінованої системи таких 

рівнянь на базі спільної їх основи і обґрунтування меж і докладності 

застосування для прикладних технічних задач важкого машинобудування є 

актуальним викликом сьогодення. У роботі викладається єдина теорія 

визначальних рівнянь у складі методики ідентифікації визначальних рівнянь 

ливарних сталей із дослідів на стискання. 

Визначальні параметри вибираються за загальною схемою робіт [1-3] на 

основі механіки «термомеханічного процесу» в околі матеріальної точки. Він 

ґрунтується на історії зміни всіх визначальних параметрів за часом в кожній 

типовій матеріальної точці. Вважається, що поведінка деформованого тіла 

визначається усім термомеханічним процесом. Така залежність задається 

визначальними рівняннями матеріалу. Наближене розв’язання полягає в 

апріорному формулюванні системи визначальних рівняння і в подальшій 
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експериментальній і чисельно-експериментальній перевірці їх відповідності 

одержаних експериментальним результатам.  

Так конвенційні методи дослідження металічних матеріалів на стискання 

[4] вимушено доповнювалися обмеженнями на  швидкість деформацій та 

температуру. Тоді як специфічні  вимагають нагрівання зразка до постійної 

температури і утримання її рівномірною, докладання осьової сили за ретельно 

контрольованої швидкості деформації.  

Для прийнятних випробувань на стискання обов’язково потрібно, щоб 

зразки не згиналися до досягнення руйнування. З цієї причини обладнання та 

методика випробувань, повинні ретельно забезпечувати рівномірне 

навантаження та осьове центрування [5]. Через цей ефект, деякі методи 

тестування включають обмеження за дозволеним відхиленням. Вводяться 

інтервали перевірки вирівнювання, зазначені в методах, що цього вимагають. 

Деякі типи випробувань можуть вказувати на поточний стан вирівнювання 

випробувальної рамки з кожним випробуваним зразком. Якщо метод 

випробування вимагає перевірки вирівнювання, частота перевірки вирівнювання 

повинна враховувати всі міркування, тобто часовий інтервал, зміни рамки 

випробування та, за можливості, поточні показники стану вирівнювання за 

результатами випробувань. 

Найбільш критичною є вимога до мащення поверхонь зразків, що 

контактують [5]. Їх змащують за допомогою опорного пристрою з метою 

зменшення тертя. Інакше одновісний напружено-деформований стан стискання 

буде спотворено дотичними напруженнями на поверхнях дотикання, що 

призведе до систематичної похибки у результатах експерименту. Ще мастило 

повинно мати незначну реакцію з поверхнею зразка для вибраної температури й 

особливо часу випробування, тобто повинно зберігати свої змащувальні 

властивості протягом усього експерименту. Найбільш розповсюджені дисульфід 

молібдену та графітні мастила. Проте обмеження за максимальною 

температурою для заданих мастил є істотним: до +450°С для дисульфіду 
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молібдену [6] та до +400°С для промислових графітних мастил [7], тоді як 

різання відбувається за значно вищих температур. 

Тому набуває актуальності пошук альтернативних методів визначення 

діаграми стискання [8], основаних на дослідженні контактної взаємодії 

оброблюваного та обробляючого тіл за умов дії високих температур. 
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2. МЕТОДИКИ ІДЕНТИФІКАЇ ВИЗНАЧАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 

ПЛАТИЧНИХ СТАЛЕЙ ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕННЯ НА СТИСКАННЯ 

При стисканні у випробовуваному зразку виникає складний  

напружено-деформований стан в результаті того, що коефіцієнт тертя між 

торцями зразка і опорами не дорівнює нулю. Якщо припустити, що коефіцієнт 

тертя на поверхнях контакту зразка з опорами дорівнює нулю, то у такому разі, 

циліндричний зразок при стискуванні так і залишався б циліндричним. 

Насправді ж при осіданні циліндричного зразка він стає бочкоподібним, що 

пояснюється наявністю тертя на торцях зразка. 

Така форма дослідного зразка, призводить до нерівномірного розподілу 

напружень уздовж його осі при стисканні. Оскільки за цією методикою 

неможливо безпосередньо отримати залежність істинних напружень від 

істинних деформацій випробовуваного матеріалу, то для отримання цієї 

залежності по діаграмі стискання розроблена і прийнята наступна методика. 

Ідея запропонованої методики полягає в тому, що результати натурного 

експерименту співставляються з результатами моделювання виконаного 

методом скінчених елементів. Випробування зразків проводяться в аналогічних 

умовах з різними коефіцієнтами тертя, а за формою зразка судять про коефіцієнт 

тертя, який мав місце на торцях зразка. Для опису процесів, що відбуваються 

при стисканні зразка, проводиться моделювання процесу стискання 

стандартного циліндричного зразка типу III що відповідає ГОСТУ 25.503-97 

методом скінченних елементів. Цей тип зразка застосовується для визначення 

фізичної межі текучості, умовної межі текучості і побудови кривої зміцнення до 

значень логарифмічних деформацій. Завдання вирішувалося в  

2d-осесимметричній постановці (рис. 1) в програмному пакеті LS – DYNA. 

Математичне формулювання моделі буде наступним: система, яка 

моделюється, в роботі прийнята у вигляді двох об'єктів (заготовки або її частини 

і інструменту або його частини), певним чином орієнтованих в просторі один 

відносно іншого і такими що взаємодіють один з одним. Ці об'єкти здійснюють 
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відносні рухи з відповідними швидкостями руху. Об'єкти взаємодіють між 

собою по контактних поверхнях, створюючи один в одному деформації за 

рахунок дії контактних сил, обумовлених заданою моделлю тертя на відповідних 

ділянках контактних поверхонь. Кожен об'єкт чинить опір деформації, внаслідок 

чого виникають внутрішні сили (напруження), що відповідають заданій моделі 

матеріалу об'єкту. Разом з цим, якщо міцність об'єкту недостатня, то 

відбувається його руйнування. Критерій і схема руйнування задаються моделлю 

цього процесу. Вплив температури на деформації відбувається шляхом зміни 

механічних властивостей оброблюваного матеріалу і трибологічних 

властивостей на контактній поверхні інструменту. Виходячи з того, що пружні 

деформації заготовки, що виникають внаслідок лінійного температурного 

розширення малі, то в моделі вони не враховуються. 

1. Диференційовані рівняння руху: 

,   i i ij ju f , 1,2,3i , 1,2,3j . (1) 

2. Результуюча сила: 
  load contactf f f I

. 

3. Зв’язок прискорень зі швидкостями переміщень і переміщеннями: 

 i iu u d ;  i iu u d . (2) 

4. Зв’язок швидкостей деформацій із швидкостями переміщень: 

1

2

ji
ij

j i

uu

x x


 
     

. (3) 

5. Рівняння нерозривності: 

 0 det  F . (4) 

6. Зв'язок приросту повних деформацій зі швидкостями деформацій: 

  i id d . (5) 

7. Зв'язок приросту повних деформацій з приростами пластичних 

пружних деформацій: 
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   e p

i i id d d . (6) 

8. Рівняння зв'язку напружень з деформаціями: 

  1/ det 1 p K F ;    e p

ij ij ijs C . (7) 

9. Умова пластичності з урахуванням визначального рівняння: 

 , , 0      p p

S T , (8) 

        *

0, , 1 ln 1        
n

p p p p p m

s T A B C T  (9) 

10.  Умова навантаження-розвантаження Куна-Такера: 

0  , 0 , 0  ,  







p

ij

ij

. (10) 

11.  Зв’язок компонентів напружень і деформацій: 

3

2
  ij ijs s ;  

1

3
  ij ijs tr p ,    p p

ij ij ,    
p pd . (11) 

12.  Умова руйнування: (фізичний критерій), 
 

1
/ , ,



  


 

p

p p

f S

D
p T

 

   

*

1 2 3 4 5

*

0 0

( exp( ))(1 ln )(1 ),

/ , .

p

f

S пл

D D D D D T

p T T T T T

  

 





   

   
 (12) 

13. Рівняння теплопровідності:  

   


   
  

   

p

m T ij ij

i i

T T
C

x x
 

(13) 

або рівняння адіабатичного розриву: 

p

ij ij

m

T
C

 




, якщо   2

0

1 0.5 erf
2




 

 
    

 

eL

T L
e

m

hK r
L r dr

C V
. (14) 

В приведених рівняннях прийняти такі умовні позначення:  - час;  

T – температура; F – градієнт руху; ui – вектор переміщення; xi – вектор 
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координат;ij – тензор напружень; sij – девіатор напружень;  – густина;  

р – гідростатичний тиск (позитивне при стисканні); С
е
 – тензор пружніх 

коефіцієнтів; ij – тензор деформацій ; fload – інтенсивність зовнішніх сил; 

 fcontact – інтенсивність сил на контактній межі тіла; fi – інтенсивність об’ємних 

сил; I – інтенсивність внутрішніх сил; h – розмір зони первинних деформацій; 

KL – коефіцієнт скорочення стружки; V – швидкість різання;  – доля механічної 

роботи, яка перетворюється в теплоту; параметри матеріалів:  

0 – початкова густина; Т – теплопровідність;  

Сm – масова теплоємність. 

Початкові умови задаються наступним чином: 0  ; M I З    

 0 0i ix x M
;

 0 0 ij M
; 

 0 0  M
; 

 0 0 ij M
; 0 p

,
 0  cT M T

. 

Граничні умови: на внутрішніх границях заготовки З  ЗM  
 

  0iu M
,    cT M T

 та інструменту I
IM  

 
 x xu M V

, 

 y Su M V
, 

  cT M T
, на вільних границях заготовки 

_вілЗ
 та інструмента 

_вілI : _віл _вілЗ IM    
0  ij iM

n
, 

  
 

   
 

T T c

M

dT
T T

dn , де 

 
T  – коефіцієнт тепловіддачі. 

На контактній поверхні ЗI
яка є геометрично загальною частиною 

поверхні заготовки З  та інструменту I , т.е. ЗІ І З  
: ЗІM 

 

   
З І

i i i ig u n u n
 

 
; 

0 n ; 
0g

; 
0  n g

; 

З

І

з з з

і і і

q c

q c

 

 







; 

*

З ІMq R T T  
; 

 
З ІМ n cq V q q    

, де 
 n  – контактні нормальні 

напруження, І З
c i iV u u

 
 

, дотичні напруження  

 n  – відповідно моделі M. S. Shaw: 
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   i a d , 

  d d n ,   0 0 max 0;        a b k nrk T T
,   (15) 

умова охвачування: 

max

max

0 ,якщо  на контактній границі - внутрішнє тертя,

0,  на контактній границі - зовнішнє тертя,

с n

с n

V охватування

V якщо ковзання

 

 

   


  

де max
 - максимальні дотичні напруження опору ковзанню в заданій точці 

різальної кромки на контактній поверхні, на границі між зонами  v M  і 

ковзання  M


 
 


v
ij ij

;  


v
i iu u

; в зоні схоплювання 
 vG

І З
i iu u
 


. 

Для моделювання стискання зразка створювалися геометричні образи 

циліндричних опор і циліндричного зразка. Одна з опор жорстко закріплена, а 

інша переміщається з постійною швидкістю у напрямку закріпленої опори. 

Зразок і опори розбивалися на 4 вузлові елементи. На поверхнях контакту 

задавався середній коефіцієнт тертя. Граничні умови реалізовані умовою осьової 

симетрії, шляхом обмеження переміщень і обертань на осі X = 0 [9]. 

Опори розглядалися як абсолютно жорсткі тіла. Для вирішення контактної 

задачі мають бути додатково задані їх модуль пружності E, коефіцієнт Пуассона 

μ і густина ρ. Оскільки застосовувалися твердосплавні опори, то вказані 

властивості прийняті рівними: E = 560 МПа, μ=0.3, ρ = 14600 кг/м
3
. Модель 

матеріалу зразка задавалася у формі Джонса-Кука з тими коефіцієнтами, які 

необхідно було визначити. 



11  

                           

V 

В
іс

ь 
си

м
ет

рі
ї 

Рухома опора 

Закріплена опора 

Зразок 

Y 

X 

∅ 6,0 7,
0 

 

Рисунок 2.1 – Розрахункова схема дослідження на стискання 

Завдання формулювалося таким чином: з віртуального експерименту на 

стисканню зразка за методикою, що відповідає ГОСТ 25.503-97, необхідно 

отримати залежність істинних напружень σu від істинних деформацій ε для умов, 

близьких до умов, в яких знаходиться матеріал при різанні. Оскільки деформації 

залежать від висоти зразка після стискання, то при дослідженні визначалися 

залежності: 

 фf d   (16) 

 фf d   
(17) 

де dф – максимальний (фактичний) діаметр зразка уздовж його осі після 

стискання (див. рис. 2, б). 

У свою чергу фактичний діаметр зразка залежить від номінального діаметру 

зразка dн, як якості якого прийнятий діаметр зразка після стискання при 

середньому коефіцієнті тертя на торцях зразка μср = 0 [10]. 

Номінальний діаметр зразка що визначається з умови постійності об'єму з 

рівняння: 
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0
0н

i

h
d d

h


 
(18) 

де h0 – початкова висота зразка; 

hi – висота зразку в даний момент часу; 

d0 – початковий діаметр зразка. 

Для отримання залежності фактичного діаметру від номінального виконано 

моделювання процесу стискання стандартних зразків з різними середніми 

коефіцієнтами тертя на торцях зразка, для чого при проведенні віртуальних 

випробувань вимірюється максимальний діаметр зразка dф через певні проміжки 

часу. 

З віртуального експерименту на стискання було встановлено, що середній 

коефіцієнт тертя на торцях зразка, що стискається, робить вплив на максимальний 

діаметр бочки, який у свою чергу залежить від міри пластичної деформації зразка 

(мал. 2). 

 
     а)        б) 
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Рисунок 2.2 – Вплив номінального діаметру dн зразка, що стискається, на 

його фактичний діаметру dф при різних коефіцієнтах тертя  (а) і вплив 

коефіцієнта тертя на форму бічної поверхні стиснутого зразк (б) 

По визначених, за прийнятою методикою даним, методом найменших 

квадратів отримана залежність: 



13  

 
1,530,83 26,70,0683 1i

p

i

R
e

h

 
   (19) 

где 2

ф ном

i

d d
R

 
   

 ; 

0

ln i
p

h

h
  

 – ступінь пластичної деформації зразку в даний момент часу. 

Із співвідношень (18) можна отримати значення середнього коефіцієнту 

тертя на торцях зразка: 

1

0,83 1,53

ln 1
0,0683

26,7

pR

h





  
  

    
 
 
 

 
(20) 
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ВИСНОВОК 

В науковій роботі проведено розробку методики ідентифікаї визначального 

рівняння пластичних сталей шляхом дослідження на стискання, в результаті  

чого – отримана залежність впливу коефіцієнта тертя між опорами і 

випробовуваним зразком в експериментах на стискання з проведених 

віртуальних експериментів, що дозволило визначити залежність істинних 

напружень від істинних деформацій як при кімнатних температурах так і при 

температурах до 900 градусів. 

За результатами роботи була опублікована стаття у фаховому виданні 

(Додаток А), також результати дослідження були впроваджені у навчальний 

процес та виробництво додаток Б. 
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