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АНОТАЦІЯ 

Калінін Є.І. Формування системних властивостей транспортно-

технологічних агрегатів змінної маси. – Кваліфікаційна наукова праця на правах 

рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за 

спеціальністю 05.22.20 «Експлуатація та ремонт засобів транспорту» 

(27 Транспорт). – Харківський національний автомобільно-дорожній 

університет, Міністерство освіти і науки України, Харків, 2019. 

Дисертація присвячена вирішенню науково-прикладної проблеми 

підвищення ефективності та безвідмовності експлуатації тракторів у складі 

транспортно-технологічних агрегатів змінної маси за рахунок вибору 

раціональних режимів їх функціонування. 

При дослідженні існуючих досліджень з питання тракторовикористання на 

транспортно-технологічних сільськогосподарських операціях, були визначені 

невирішені проблеми, до яких віднесені: динаміка агрегату змінної маси, 

енергозбереження, формування системних властивостей елементів агрегату. 

Визначено, що загальні принципи формування наробітку на відмову за рахунок 

відхилення від номінальних значень зовнішніх збурюючих впливів не 

обґрунтовані. Не вирішена проблема динаміки транспортних агрегатів змінної 

маси, їх енергоефективності та забезпечення працездатності. 

Сформульовано визначення тіла змінної маси, на основі якого 

обґрунтовані динамічні показники трактора при виконанні транспортних робіт у 

складі агрегату змінної маси; запропоновані принципи вивчення динаміки 

транспортних агрегатів зі змінним положенням центру мас. 

Наукова новизна дослідження відображена в нових залежностях 

переміщення центру мас агрегату в процесі виконання транспортно-

технологічної операції. При формуванні рівняння руху точки змінної маси 

встановлено наявність трьох додаткових силових факторів, що впливають на 

динамічні характеристики транспортно-технологічного агрегату змінної маси в 
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цілому. Величина сили імпульсу визначається потоком маси, яка приєднується 

або від’єднується від матеріальної точки і, в найзагальнішому випадку, являє 

собою секундну витрату кількості руху додаткової маси, яка визначається через 

звичайну витрату або подачу речовини. 

Величина сили відносного переміщення визначається переміщенням 

матеріальних точок всередині системи за допомогою додаткових механізмів, або 

гравітаційним методом (наприклад, переміщення транспортером речовини до 

задньої стінки розкидачі добрив). Величина сили Коріолісу визначається при 

наявності повороту системи координат, яка жорстко пов’язана з транспортно-

технологічним агрегатом. 

Сформована умова стійкості руху транспортно-технологічного агрегату на 

гоні. З даної умови визначена критична швидкість поступального руху трактора, 

при перевищенні якої тракторний агрегат втрачає стійкість. Для агрегату ХТЗ-

17221 + МЖТ-10 величина даної швидкості становить 10 км/год. 

Для вивчення формування вертикальних і кутових коливань енергетичного 

засобу у складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси сформована 

динамічна модель п’ятимасової системи, для якої отримані рівняння 

коливального руху з урахуванням переміщення центра мас транспортно-

технологічної машини змінної маси у просторі. 

Для врахування впливу такого переміщення на перерозподіл навантаження 

по вісях трактора та формування його дотичної сили тяги зв’язок між 

сільськогосподарською машиною та трактором розглядався як неідеальний 

шарнір з можливістю повороту транспортно-технологічної машини навколо 

своєї вісі в повздовжній площині. 

Результати розрахунків показують, що під час руху трактора у складі 

напівначіпного транспортно-технологічного агрегату спостерігаються значні 

кутові коливання остова трактора (в діапазоні від 5 до 15°), що формує суттєвий 

вплив на процес відриву керованих коліс останнього. На основі розробленої 

моделі руху транспортно-технологічного агрегату отримані траєкторії центру 

мас останнього у просторі для причіпної та напівначіпної технологічної машини. 
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В найбільш загальному випадку отримані траєкторії є аттракторами, до яких 

наближається траєкторія руху. Розрахунок для причіпної машини проводився за 

отриманими моделями з урахуванням зменшення ступенів вільності за рахунок 

відсутності повороту причіпної машини в повздовжній площині. 

Зроблено висновок, що динаміка центру мас системи з напівначіпною 

машиною передбачає формування коливань навколо усіх трьох вісей, в той час 

як коливання центру мас системи з причіпною машиною спостерігається тільки 

за двома вісями – вертикальною та повздовжньою. 

Окрім того, можна казати про збільшення розмаху коливального процесу 

для напівначіпної машини (270 мм для вертикальної координати) у порівнянні з 

причіпною (90 мм, відповідно) у три рази. Таке збільшення також можна 

пояснити формуванням обертального моменту для напівначіпної машини, який 

призводить до розгойдування рідини всередині неї. Визначено простір 

енергетичних конфігурацій трактора, на основі якого обґрунтовано принципи 

формування енергетичного балансу транспортно-технологічного агрегату 

змінної маси, запропоновані принципи вивчення енергетичних показників такого 

агрегату та сформульовано еквівалентну схему трансмісійної установки з 

урахуванням змінного характеру впливу зовнішніх чинників на динаміку її 

вхідних елементів, на основі якої обґрунтовані динамічні та частотні показники 

елементів трансмісії трактора при виконанні транспортних робіт у складі 

агрегату змінної маси; запропоновані принципи вивчення динаміки махових мас 

елементів трансмісії при змінному навантаженні. Розглянуто зміну складових 

елементарної роботи як залежність результуючої всіх сил, що діють на 

транспортно-технологічний агрегат (вхідний параметр) і елементарного 

переміщення центру ваги агрегату, викликаного дією даної результуючої 

(вихідний параметр). 

Доведено взаємно однозначне співвідношення між множинами даних 

величин, геометричною інтерпретацією якого буде конфігураційна площина, що 

отримана на декартовому добутку множин. Така множина є метричним 

простором конфігурацій. З огляду на визначення, кожна точка даного простору 
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є відображення роботи результуючої сили на деякому переміщенні центру ваги 

агрегату. При цьому робота, яка витрачена на повному переміщенні центру ваги 

агрегату при виконанні транспортно-технологічної операції визначиться 

інтегралом, і, відповідно, площею, яка обмежена відповідними миттєвими 

значеннями величин роботи та переміщення. 

За результатами комплексного аналізу енергетичних втрат транспортно-

технологічного агрегату змінної маси, при виконанні технологічного процесу, 

обґрунтована концепція системного підходу, яка є науковою новизною 

дослідження, підвищення працездатності останнього, яка, на відміну від 

відомих, базується на доведеному твердженні забезпечення мінімуму 

енергетичних втрат на осциляційні рухи центру мас. Проведена апроксимація 

простору конфігурацій системи овалом Кассіні. Наявність у даної фігури, як було 

доведено в ході теоретичних досліджень, екстремальної точки, говорить про 

можливість її перетворення до лемніскати, яка найбільш повно описує простір 

енергетичних конфігурацій. Так, розташування реалізацій біля центральної 

точки мінімальної роботи (наприклад, за рахунок зниження коливань агрегату в 

просторі – за рахунок зниження коливань значень прискорення центру мас) 

дозволяє знизити витрати роботи на самопересування. При зміні режимів руху 

агрегату спостерігається зміна його динамічних характеристик (зміна системи 

сил, що діє на агрегат, нестабільність значень прискорення руху центру мас 

системи і т.п.). Такі зміни сприяють збільшенню розкиду як вхідних, так і 

вихідних параметрів, що безпосередньо збільшує величину роботи, що 

витрачається на самопересування транспортно-технологічного агрегату, і, як 

наслідок, збільшує розмір кривої, якою апроксимується простір енергетичних 

конфігурацій. 

Уточнено теорія формування сили опору перекочування ведучого колеса 

трактора в складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, яка, на 

відміну від існуючих, враховує нестаціонарність гакового навантаження 

внаслідок коливальних рухів центру мас. Доведено, що останню можна 
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представити у вигляді кусочно-лінійної функції, що характеризує скидання і 

накидання навантаження, які періодично змінюють одне одного. 

Для забезпечення працездатності трансмісійної установки доведено 

твердження про зниження додаткових витрат роботи агрегату на 

самопересування і, як наслідок, зниження прискорення центру мас агрегату в 

його просторовій динаміці. Доведено, що перехід на III передачу транспортного 

діапазону дозволяє знизити навантаженість валів КПП в 3 рази. 

Встановлено, що перехід на знижену передачу дозволяє знизити амплітуду 

коливальних рухів центру мас транспортно-технологічного агрегату, на фоні 

підвищення величини дотичної сили тяги на ведучих колесах трактора, в 

результаті чого площа, яка визначається відповідною реалізацією 

(підпростором) стає менше, в наслідок чого зменшується і додаткова робота, 

витрачена на самопересування агрегату. Тобто можна говорити про те, що, 

використовуючи простір енергетичних конфігурацій руху транспортно-

технологічного агрегату, можна вибрати найбільш раціональний режим 

функціонування з мінімальними витратами додаткової роботи, величина якої 

визначається динамікою центру мас. 

Обґрунтовано методику забезпечення функціонування транспортно-

технологічного агрегату змінної маси з мінімізацією відхилення навантаженості 

його основних елементів від базових значень. В ході імітаційного комп’ютерного 

моделювання отримані значення напружень на обох валах коробки зміни 

передач на різних передачах транспортного діапазону. 

Встановлено, що перехід на III передачу транспортного діапазону трактора 

дозволяє знизити навантаженість валів коробки перемикання передач: з 

305,44 МПа до 105,64 МПа для первинного валу та з 350,42 МПа до 125,43 МПа 

для вторинного валу на IV та III передачі відповідно, що відповідає зменшенню 

у 3 рази. 

При аналізі наробітку на відмову встановлено, що IV передача 

транспортного діапазону при виконанні транспортно-технологічної операції, 

негативно впливає на ресурс як первинного, так і вторинного валу КПП, 
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знижуючи строк служби останніх на 30%. Доведено, що перехід на III передачу 

транспортного діапазону дозволяє знизити навантаженість валів КПП в 3 рази, 

збільшуючи термін служби їх шліцьових з’єднань. 

Запропоновані в дисертації основні наукові положення, розробки і 

рекомендації впроваджені у виробничих підприємствах та наукових установах, 

серед яких ПАТ «Харківський тракторний завод», ТОВ «Українське 

конструкторське бюро трансмісій і шасі», ТОВ «Завод Кобзаренка», ХФ 

УкрНДІПВТ ім. Л. Погорілого, ПрАТ «АвтоКрАЗ» та інші. 

Ключові слова: трактор, енергозбереження, транспортні роботи, динаміка, 

концепція, вимірювання, функціонування, працездатність, системні властивості. 
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ABSTRACT 

Kalinin E.I. The formation of the system properties of transport and 

technological units of variable mass. – Manuscript. 
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Highway University, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2019. 

The dissertation is devoted to the solution of scientifically applied problem of 

increase of efficiency and trouble - free operation of tractors in the composition of 
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transport and technological units of variable mass due to the choice of rational modes 

of their functioning.  

During the research of the existing researches on the question of tractor use on 

transport-technological agricultural operations, the unsolved problems were identified, 

which include: dynamics of the unit of variable mass, energy saving, formation of 

system properties of elements of the unit. It is determined that the general principles of 

formation of operating time for refusal due to deviation from nominal values of 

external disturbing influences are not substantiated. The problem of the dynamics of 

variable mass transport units, their energy efficiency and efficiency is not solved. 

The definition of the body of variable mass is formulated, on the basis of which 

the dynamic indicators of the tractor are substantiated when performing transport 

works in the composition of the unit of variable mass; principles of studying the 

dynamics of transport units with variable position of the center of mass are proposed. 

Scientific novelty of the study is reflected in the new dependencies of moving the 

center of mass of the unit in the process of transport and technological operation. When 

forming the equation of motion of a point of variable mass, the presence of three 

additional force factors that influence the dynamic characteristics of the transport and 

technological unit of variable mass as a whole. The magnitude of the impulse force is 

determined by the flow of mass that joins or detaches from the material point and, in 

the most general case, represents the second consumption of the amount of motion of 

the additional mass, which is determined by the ordinary flow or flow of the substance. 

The magnitude of the relative displacement force is determined by the movement 

of material points inside the system by means of additional mechanisms, or by a 

gravitational method (for example, moving the substance transporter to the back wall 

of the fertilizer spreader). The amount of Coriolis force is determined by the presence 

of a rotation of the coordinate system, which is rigidly connected to the transport and 

technological unit. 

The condition of stability of movement of the transport-technological unit on the 

race is formed. From this condition the critical speed of translational movement of the 

tractor is determined, at which the tractor unit loses stability. For the unit HTZ-17221 
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+ MWT-10 the value of this speed is 10 km / h. In order to study the formation of 

vertical and angular oscillations of an energy means in the composition of a transport-

technological unit of variable mass, a dynamic model of a five-mass system was 

formed, for which the equations of oscillatory motion were obtained taking into 

account the displacement of the center of mass of a transport-technological machine of 

variable mass in space. To account for the effect of such displacement on the tractor's 

load redistribution and the formation of its tangential thrust, the link between the 

agricultural machine and the tractor was regarded as a non-ideal hinge with the 

possibility of rotating the technological vehicle about its axis in the longitudinal plane. 

The results of the calculations show that during the movement of the tractor in 

the semi-hinged transport-technological unit significant angular oscillations of the axle 

of the tractor (in the range from 5 to 15 °), which significantly influences the process 

of separation of the driven wheels of the latter. The trajectories of the center of mass 

of the latter in the space for the towed and semitrained technological machine were 

obtained on the basis of the developed model of motion of the transport and 

technological unit. In the most general case, the trajectories obtained are the attractors 

to which the trajectory approaches. The calculation for the trailer was carried out on 

the models obtained, taking into account the reduction of degrees of freedom due to 

the lack of rotation of the trailer in the longitudinal plane. 

It is concluded that the dynamics of the center of mass of the system with a semi-

trailer machine involves the formation of oscillations around all three axes, while the 

oscillations of the center of mass of the system with the trailer machine are observed 

only on two axes - vertical and longitudinal. In addition, it is possible to say that the 

magnitude of the oscillation process for the semi-trailer machine (270 mm for the 

vertical coordinate) is increased by three times compared to the towed one (90 mm, 

respectively). This increase can also be explained by the formation of torque for the 

semi-trailer machine, which causes the fluid inside it to swing. 

The space of tractor energy configurations is determined, on the basis of which 

the principles of forming the energy balance of a transport-technological unit of 

variable mass are substantiated, the principles of studying the energy performance of 
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such unit are proposed, and an equivalent scheme of the transmission system is 

considered, taking into account the variable nature of its influence on external factors 

Dynamic and frequency indicators of the elements of the transmission of the tractor 

when performing transport works in the composition are substantiated a variable mass 

unit; principles of studying the dynamics of the masses of transmission elements under 

variable load are proposed. Considered media on the components of elementary work 

as the dependence of the resultant all forces acting on the transport-technological unit 

(input parameter) and the elementary displacement of the center of gravity of the unit 

caused by the action of the resultant (output parameter). The one-to-one relation 

between the sets of these quantities is proved, the geometric interpretation of which 

will be the configuration plane obtained on the Cartesian product of the sets. Such a set 

is a metric space of configurations. In view of the definition, each point in a given space 

is a reflection of the work of the resultant force on some displacement of the center of 

gravity of the unit. In this case, the work spent on the complete displacement of the 

center of gravity of the unit when performing the transport-technological operation will 

be determined by the integral, and, accordingly, the area, which is limited by the 

corresponding instantaneous the values of work and movement. 

According to the results of the complex analysis of energy losses of the transport-

technological unit of variable mass, during the execution of the technological process, 

the concept of a systematic approach, which is a scientific novelty of research, 

substantiates the working capacity of the latter, which, unlike the known ones, is based 

on the proven assertion of providing a minimum of energy losses movements of the 

center of mass. The space of configurations of the system of the Cassini oval is 

approximated. The presence of this figure, as has been proved in the course of 

theoretical studies, of an extreme point, indicates the possibility of its transformation 

into a lemniskat, which most fully describes the space of energy configurations. Thus, 

the location of the implementations near the central point of minimal work (for 

example, by reducing the oscillations of the unit in space - by reducing the vibrations 

of the values of the acceleration of the center of mass) can reduce the cost of self-

movement. 
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When changing modes of movement of the unit, there is a change in its dynamic 

characteristics (change of the system of forces acting on the unit, instability of values 

of acceleration of motion of the center of mass of the system, etc.). Such changes help 

to increase the variation of both input and output parameters, which directly increases 

the amount of work spent on self-movement of the transport-technological unit and, as 

a consequence, increases the size of the curve, which approximates the space of energy 

configurations. The theory of formation of the resistance force of rolling of the driving 

wheel of the tractor in the composition of the transport-technological unit of variable 

mass, which, unlike the existing ones, takes into account the non-stationarity of the 

hook load due to the oscillatory motions of the center of mass, is clarified. It is proved 

that the latter can be represented as a piecewise linear function characterizing the 

dropping and loading of loads, which periodically change each other. 

In order to ensure the efficiency of the transmission system, the statement about 

the reduction of additional operating costs of the unit for self-movement and, as a 

consequence, reduction of the acceleration of the center of mass of the unit in its spatial 

dynamics has been proved. It is proved that the transition to III transmission of the 

transport range allows to reduce the load on the shaft of the check point by 3 times. 

It is established that the transition to reduced transmission allows to reduce the 

amplitude of oscillatory motions of the center of mass of the transport-technological 

unit, against the background of increasing the amount of the tangential thrust force on 

the driving wheels of the tractor, resulting in the area determined by the corresponding 

realization (subspace) becomes smaller, and consequently decreases. and additional 

work spent on self-moving the unit. That is, we can say that, using the space of energy 

configurations of movement of the transport-technological unit, we can choose the 

most rational mode of operation with the minimum cost of additional work, the value 

of which is determined by the dynamics of the center of mass. However, it should be 

noted that this choice of rational mode should also be governed by the load and, 

consequently, the capacity of the elements of the transmission of the tractor. It can be 

assumed that the minimum area of additional work consumed by the unit will 

correspond to the minimum load on the elements of the tractor transmission. The 
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technique for ensuring the functioning of the transport-technological unit of variable 

mass with minimization of deviation of the load of its basic elements from the basic 

values is substantiated. In the simulation computer simulation, the values of the 

voltages on both shafts of the gearbox on different transmissions of the transport range 

were obtained. It is established that the transition to III transmission of the transport 

range of the tractor reduces the load on the shafts of the gearbox: from 305.44 MPa to 

105.64 MPa for the primary shaft and from 350.42 MPa to 125.43 MPa for the 

secondary shaft in IV and III gears respectively, corresponding to a decrease of 3 times. 

In the analysis of operating time for failure it is established that the IV 

transmission of the transport range when performing the transport-technological 

operation, adversely affects the resource of both the primary and secondary shaft of the 

check point, reducing the service life of the latter by 30%. It is proved that the transition 

to III transmission of the transport range allows down to reduce the load on the gearbox 

shafts 3 times, extending the life of their spline connections. 

The basic scientific provisions, elaborations and recommendations proposed in 

the dissertation were introduced in production enterprises and scientific institutions, 

including PJSC “Kharkiv Tractor Plant”, LLC “Ukrainian Design Bureau of 

Transmissions and Chassis”, LLC “Kobzarenka Plant”, L. Pogorilogo UkrRITFT, 

PJSC “AvtoKrAZ” and others. 

Keywords: tractor, energy saving, transportation, dynamics, concept, 

measurements, functioning, working capacity, system properties. 
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ВСТУП 

Актуальність теми та її доцільність обґрунтовуються необхідністю 

забезпечення безвідмовності тракторів при їх використанні у складі 

транспортно-технологічних агрегатів змінної маси. 

В сільськогосподарському виробництві транспортні роботи – невід’ємна 

частина технологічних і виробничих процесів. При цьому, в найбільш 

загальному випадку, транспортно-технологічний агрегат являє собою певну 

кількість елементів, що знаходяться у зв’язках та утворюють певну цілісність – 

машинний агрегат, або система. Транспортний режим роботи такого агрегату за 

характером динамічної навантаженості істотно відрізняється від руху на 

технологічних операціях. Він характеризується відносно малою величиною 

середньої тягової сили і найбільшими коливаннями її амплітуд. Такі 

навантаження суттєво впливають на системні властивості даної системи та її 

підсистем, а динаміка положення у просторі центру мас агрегату призводить до 

особливого формування цих властивостей. 

Необхідним є новий підхід до оцінки навантаженості елементів трансмісії 

при виконанні трактором транспортно-технологічної операції. Це є актуальною 

проблемою наукових досліджень. Дослідження в даному напрямку 

регламентовані паспортом спеціальності 05.22.20 – експлуатація та ремонт 

засобів транспорту. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота 

виконана згідно: Закону України «Про стимулювання розвитку вітчизняного 

машинобудування для агропромислового комплексу» № 5478-V1 (5478-17) від 

06.11.2012 р.; «Транспортна стратегія України на період до 2020 року» 

(Розпорядження Кабінету міністрів України від 20.10.2010р. №2147-р); 

Програма реалізації Пріоритетних напрямків співробітництва держав учасників 

СНД у сфері транспорту на період до 2020 року (міжнародний документ від 

22.05.2009 р. №998445); «Про затвердження Правил експлуатації колісних 
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транспортних засобів» (Наказ Міністерства інфраструктури України від 

26.07.2013 р., №550). 

Робота є складовою частиною досліджень Харківського національного 

технічного університету сільського господарства імені Петра Василенка по 

держбюджетним темам «Створення гнучких технологічних процесів 

механізованих робіт виробництва продукції рослинництва» (ДР № 0104 U 

004492); «Розробка нових енергозберігаючих, екологічно безпечних технологій і 

функціонально стабільних машинно-технологічних систем та організаційно-

нормативних заходів, які підвищують ефективність механізованого виробництва 

сільськогосподарської продукції, поліпшують охорону праці та забезпечують 

збереження біоресурсів, покращення природокористування» (ДР № 0109 U 

006633) (2009-2014 рр.). 

Також дослідження виконувалися по темі 06.2.7 (2013-2015 рр.) 

«Удосконалення методів і засобів оцінки тягово-енергетичних і динамічних 

параметрів сільськогосподарських агрегатів при випробуваннях і експлуатації» 

Державної наукової установи «Український науково-дослідний інститут 

прогнозування та випробування техніки і технологій для сільськогосподарського 

виробництва імені Леоніда Погорілого». 

Мета дослідження: підвищення працездатності елементів транспортно-

технологічних агрегатів змінної маси шляхом обґрунтування їх раціональних 

динамічних і енергетичних властивостей. 

Завдання дослідження: 

– визначити та обґрунтувати актуальну невирішену проблему вибраним 

напрямком дослідження; 

– обґрунтувати найбільш значні елементи транспортно-технологічних 

агрегатів змінної маси, що визначають їх безвідмовність в умовах експлуатації; 

– сформувати концепцію системного підходу підвищення безвідмовності 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси; 

– розробити алгоритм керування транспортно-технологічним агрегатом 

змінної маси в раціональній області навантаженості елементів трансмісії; 
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– синтезувати методологію забезпечення ресурсних показників основних 

елементів транспортно-технологічних агрегатів змінної маси; 

– виконати експериментальні дослідження по оцінці енергетичних 

властивостей елементів транспортно-технологічних агрегатів в умовах 

експлуатації. 

Об’єкт дослідження: процес функціонування трактора на транспортно-

технологічних операціях в аграрному секторі. 

Предмет дослідження: оцінка навантаженості елементів трансмісії 

трактора у складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси. 

Методи дослідження. Методологічною основою дисертаційної роботи є 

узагальнення та аналіз відомих наукових результатів щодо динаміки 

транспортно-технологічних агрегатів, раціональне поєднання теоретичних і 

експериментальних досліджень та використання системного підходу. Для 

формуванні наукової проблеми, визначення мети і постановки задач 

дослідження використовувався аналітичний метод та порівняльний аналіз. При 

створенні емпіричних моделей використані основні положення теорії систем, 

методології системного аналізу та дослідження операцій. Для розв’язання 

математичної моделі динаміки трактора на транспортно-технологічних 

операціях застосовано чисельний метод. При дослідженні коливального руху 

елементів транспортно-технологічного агрегату застосовувався метод 

амплітудно-фазового простору. При підтвердженні достовірності розроблених 

математичних моделей використані експериментальні методи та методи 

статистичної обробки масивів даних. 

Математичне моделювання, теоретичні дослідження та обробка 

результатів дослідження виконані з використанням програмного забезпечення 

MapleSoft Maple v.10.0, Microsoft Excel та StatSoft Statistica. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає у розробці науково-

практичного підходу формування системних властивостей транспортно-

технологічних агрегатів змінної маси за рахунок забезпечення функціонування 

їх основних елементів в області працездатності. При цьому вперше: 
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– сформована концепція системного підходу підвищення безвідмовності 

основних елементів транспортно-технологічних агрегатів змінної маси, що 

базується на зменшенні додаткових енергетичних витрат, яка, на відміну від 

відомих, дозволяє забезпечити працездатний стан транспортно-технологічного 

агрегату при змінній його масі; 

– запропоновано методологію визначення динаміки транспортних 

агрегатів зі змінним положенням центру мас, що базується на доведених 

теоремах головних моментів та прискорення центру мас, які, на відміну від 

відомих, дозволяють оцінити траєкторію його руху у динамічному просторі; 

– розрахунково-функціональним моделюванням за критерієм 

працездатності одержані аналітичні залежності з визначення навантаженості 

елементів транспортно-технологічного агрегату змінної маси, які, на відміну від 

відомих, дозволяють оцінити відхилення від базових значень навантаженості 

основних елементів транспортно-технологічного агрегату при виконанні 

транспортної операції; 

– отримані нові функціональні зв’язки структурних елементів транспортно-

технологічного агрегату змінної маси, які, на відміну від відомих, підвищують 

точність імітаційного моделювання навантаженості основних елементів 

транспортно-технологічного агрегату при виконанні транспортної операції. 

Отримали подальший розвиток: 

– сформульована теорія руху транспортно-технологічного агрегату при 

зміні його маси, яка, на відміну від відомих, дозволяє враховувати додаткові 

енергетичні втрати, викликані динамікою центру мас агрегату; 

– уточнена теорія формування навантаженості основних елементів 

трактора у складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, яка, на 

відміну від відомих, дозволяє оцінити його працездатність при нестабільності 

гакового навантаження. 

Удосконалено: 

– метод забезпечення працездатності трактора на транспортних роботах, 

який, на відміну від відомих, засновано на динаміці центру мас агрегату; 
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– метод збільшення ефективності транспортно-технологічного агрегату 

змінної маси, який, на відміну від відомих, базується на корисній та додатковій 

роботі по переміщенню його центру мас.. 

Практичне значення одержаних результатів. 

Основні результати дисертації можуть використовуватися для підвищення 

працездатності тракторів у складі транспортно-технологічних агрегатів змінної 

маси на стадії їх виробництва, випробуваннях і експлуатації. Запропоновані в 

дисертації основні наукові положення, розробки і рекомендації впроваджені: 

– у Державному підприємстві «Харківський регіональний науково-

виробничий центр стандартизації, метрології та сертифікації» прийнята до 

використання методологія оцінки динаміки систем зі змінним положенням 

центру мас; 

– на ПАТ «Харківський тракторний завод» при розробці нової моделі 

трактора ХТЗ-240К стосовно підвищення працездатності його основних елементів; 

– у ТОВ «Українське конструкторське бюро трансмісій і шасі» стосовно 

підвищення безвідмовності основних елементів транспортно-технологічних 

агрегатів змінної маси; 

– у ТОВ «Завод Кобзаренка» стосовно забезпечення ефективності 

транспортно-технологічних агрегатів змінної маси для внесення рідких і твердих 

органічних добрив серії ВНЦ і ТЗП; 

– у Харківській філії УкрНДІПВТ ім. Л. Погорілого в практиці проведення 

випробувальних робіт тракторів та сільськогосподарської техніки при 

державних приймальних випробуваннях; 

– у ПрАТ «АвтоКрАЗ» стосовно підвищення безвідмовності трансмісійної 

установки автомобільної техніки власного виробництва; 

– у ДП «Харківський автомобільний завод» стосовно збільшення ресурсу 

складальних одиниць відремонтованих та модернізованих автомобілів; 

– у Харківському національному технічному університеті сільського 

господарства імені Петра Василенка в навчальному процесі підготовки 

бакалаврів та магістрів. 
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Особистий внесок здобувача. Теоретичні та експериментальні результати 

досліджень, що виносяться на захист, отримані автором самостійно та викладені 

у роботах [1 – 40]. У наукових роботах, що опубліковані у співавторстві, 

здобувачу належать: обґрунтовано необхідність врахування нестаціонарності 

гакового навантаження через зміну маси агрегату при силовому розрахунку 

технологічного агрегату [4]; аналіз надійності елементів трансмісійної установки 

тракторів сільськогосподарського призначення та оцінка впливу формування 

перехідних процесів на динаміку окремих елементів трансмісійної установки [6, 

23, 24]; обґрунтовано можливість аналізу енергетичних показників трактора за 

показниками його двигуна та трансмісійної установки як єдиної динамічної 

системи [8]; розвинуто теорію буксування трактора на транспортних роботах, що 

дозволяє оцінити динамічну складову буксування та пов’язує її виникнення з 

коливаннями сил, що формують рух транспортного агрегату [9]; оцінено вплив 

гнучкості кузова на формування коливальної динаміки енергетичного засобу 

[10]; обґрунтовані параметри, на яких базується аналіз динаміки самохідного 

енергетичного засобу [12, 14, 29, 30, 35, 37]; запропоновано умови стійкості 

транспортно-технологічного агрегату як лінійної системи [13]; виявлені 

проблемні питання динаміки махових мас трансмісії в процесі експлуатації [15]; 

оцінено вплив неоднорідності та ізотропності елементів транспортно-

технологічного агрегату на їх механічні властивості [19]; встановлено умови 

динаміки повороту трактора з урахуванням змінності гакового навантаження 

[25]; оцінено вплив коливання дійсної швидкості, буксування та прискорення на 

формування дотичної сили тяги ведучого колеса [31, 32, 34]; оцінено динаміку 

руху колісних машин з урахуванням стохастичності зовнішніх впливів [38, 39]. 

Апробація результатів роботи. Основні положення та результати 

теоретичних і експериментальних досліджень дисертаційної роботи 

доповідалися, обговорювалися та отримали позитивні відгуки на міжнародних 

5 науково-практичних та науково-технічних конференціях: міжнародній 

науково-практичній конференції «Технічний прогрес в АПК» (Харків, ХНТУСГ, 

2013 – 2015 рр.); ІІІ International Scientific Congress on agricultural machinery 
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(Varna, Bulgaria, 22 – 25 июня 2015 р.); міжнародній науковій сесії «Інноваційні 

проекти в галузі технічного сервісу машин» (Харків, ХНТУСГ, 24 – 25 березня 

2016 р.); першому міжнародному форуму агропромислового інжинірингу ДНУ 

УкрНДІПВТ ім. Л. Погорілого (Дослідницьке, 13 вересня 2016 р.); 

ХV міжнародній науково-технічній конференції «Вібрація в техніці та 

технологіях» (Полтава, ПДАА, 20 – 21 жовтня 2016 р.); міжнародній науково-

практичній конференції «Синергетика, мехатроніка, телематика дорожніх 

машин і систем у навчальному процесі та науці» (Харків, ХНАДУ, 16 березня 

2017 р.); всеукраїнській науково-методичній конференції «Особливості 

викладання фахових дисциплін технічних спеціальностей – виклики часу та 

перспективи» (Харків, ХНАДУ, 21 березня 2017 р.); XIII міжнародному форумі 

молоді «Молодь і сільськогосподарська техніка в ХХІ сторіччі» (Харків, 

ХНТУСГ, 6 – 7 квітня 2017 р.). В повному обсязі дисертаційна робота 

обговорювалась та схвалена на розширених засіданнях кафедри тракторів і 

автомобілів ХНТУСГ ім. П. Василенка. 

Публікації. Основні результати дисертаційної роботи опубліковані в 

40 наукових працях, у тому числі: 31 стаття у наукових фахових виданнях 

України та інших держав (з них 5 у закордонних наукових періодичних 

виданнях, у тому числі 2 статті у виданнях, що індексуються у Scopus – 

[29, 30]); 6 тез у збірниках доповідей наукових конференцій; 3 публікації у інших 

виданнях. 

Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

шести розділів, висновків, списку використаних джерел та додатків. Повний 

обсяг роботи складає 378 сторінок, у тому числі основного тексту 283 сторінки. 

Робота ілюстрована 83 рисунками, наведено 4 таблиці. Додатки розміщені на 38 

сторінках. Перелік використаних літературних джерел складається із 255 

найменувань на 28 сторінках. 
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РОЗДІЛ 1 

ПРОБЛЕМАТИКА НАВАНТАЖЕННОСТІ ТРАНСМІСІЇ ТРАКТОРА НА 

ТРАНСПОРТНИХ РОБОТАХ І НАПРЯМОК ДОСЛІДЖЕННЯ 

Узагальнено тенденції підвищення використання в аграрному секторі 

тракторів на транспортних роботах у складі агрегатів зі змінною масою; на 

основі критичного аналізу відомих наукових робіт і публікацій по транспортним 

агрегатам сформульовано напрямок досліджень щодо зниження навантаженості 

їх трансмісійних установок. 

1.1 Використання транспортно-технологічних агрегатів змінної маси у 

виробництві сільськогосподарської продукції 

Враховуючи великі площі, які займає сільськогосподарське виробництво 

України, транспортування значної кількості експлуатаційних та технологічних 

матеріалів, результатів виробництва продукції тваринництва та рослинництва і 

їх проміжної продукції є актуальним та першочерговим завданням для 

забезпечення інтенсифікації всього аграрного сектору країни. Саме тому 

транспорт в сільському господарстві – невід’ємна ланка, що пов’язує окремі 

етапи технологічних процесів та робіт, а у міру розвитку сільськогосподарського 

виробництва роль транспорту неухильно підвищується: якщо в даний час на 

кожен гектар ріллі припадає в середньому 80…85 т різних вантажів, то до 2030-

го року очікується збільшення цього обсягу вдвічі [1]. 

Система транспортного обслуговування, що об’єднує технології 

виконання перевезень, технічні засоби і організацію транспортних і 

транспортно-технологічних робіт, – одна з важливих складових частин системи 

ведення сільського господарства. 

Транспортний процес має транспортно-технологічні різновиди: 

складально-транспортний та транспортно-розподільний. В складально-

транспортному процесі замість вантажної операції здійснюється складальна 
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(збір матеріалу, розподіленого по поверхні, і подача його в кузов), в транспортно-

розподільчому процесі розвантажувальна операція замінюється розподільною 

(видачею матеріалу з кузова і розподілом його по поверхні). Технічні засоби, що 

поєднують функції транспортних і технологічних машин і агрегатів (підбирачі-

транспортувальники, розкидачі добрив, кормороздавачі і т.п.), називаються 

транспортно-технологічними засобами – рис. 1.1. 

 

а 

 

б 

Рисунок 1.1 – Транспортно-технологічні засоби складально-транспортного (а) 

та транспортно-розподільчого процесу (б) 

Перевезення в сільському господарстві підрозділяються на дві основні 

групи: внутрішньогосподарські, що виконуються на території 

сільськогосподарських підприємств, і позагосподарські, здійснювані за межами 

підприємств. 

Внутрішньогосподарські перевезення можуть бути технологічними 

(залежними), пов’язаними з обслуговуванням виробничих процесів в 
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землеробстві та тваринництві, і самостійними (незалежними), виконуваними 

поза виробничих процесів. Такі перевезення характеризуються короткими 

відстанями (до 8 ... 12 км) і відносно несприятливими дорожніми умовами 

[2, 3, 5]. 

Позагосподарські перевезення пов’язані з ввезенням різних вантажів в 

господарства і вивезенням продукції з них на великі (до 100 км) відстані. 

Перевезення вантажів в сільському господарстві здійснюються, як 

правило, автомобільними і тракторними транспортними засобами [2 – 6]. 

Основний вид транспортного рухомого складу в сільському господарстві – 

автомобільний. В даний час автомобілями і автопоїздами освоюється 70…80% 

загального обсягу перевезень і 90…95% вантажообігу [6]. 

Автомобілі та автопоїзди мають високі швидкісні якості, які найбільш 

повно реалізуються на позагосподарських перевезеннях, що виконуються 

переважно по дорогах з твердим покриттям. Тракторні ж поїзди відрізняються 

підвищеною прохідністю і більш кращі при внутрішньогосподарських 

перевезеннях, здійснюваних по полях, ґрунтових дорогах і бездоріжжю. 

Слід зазначити, що великий обсяг перевезень в сільському господарстві 

виконується транспортно-технологічними агрегатами. Такі засоби механізації 

створюються зазвичай на базі тракторної енергетики [4]. 

Однак, не дивлячись на тенденції, що намітилися, продуктивність праці 

робітників сільського господарства і обсяг виробництва сільськогосподарської 

продукції ще не досягли необхідного рівня. Одна з причин цього полягає в тому, 

що потреби сільського господарства в потужній техніці ще не задоволені; інша 

причина – неефективне використання наявної потужної техніки. 

По-перше, завантаження двигунів енергетичних засобів за потужністю на 

багатьох сільськогосподарських роботах (перш за все на транспортних і 

транспортно-технологічних) рідко перевищує 50…60% [3]. 

По-друге, багато машин і агрегатів мають дуже низьку річну зайнятість в 

годинах в зв’язку з сезонністю сільськогосподарського виробництва. 
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Такий стан слід визнати ненормальним. Завантаження двигунів за 

потужністю і річну зайнятість машин і агрегатів за часом необхідно всіляко 

збільшувати. Реалізувати ці завдання можна шляхом застосування транспортно-

технологічних агрегатів. 

В роботі [7] показані тенденції розвитку транспортно-технологічних 

агрегатів, що застосовуються в сільському господарстві. Відзначено, що 

розвиток масової мобільного енергетики, що є базою для складання 

транспортних і транспортно-технологічних агрегатів, йде по шляху збільшення 

абсолютної і питомої потужності (енергонасиченості). Так, потужність сучасних 

сільськогосподарських тракторів досягла 370 кВт, а енергонасиченість – 22 

кВт/т. 

Такий шлях розвитку мобільного енергетики створює передумови для 

підвищення вантажопідйомності і швидкості транспортно-технологічних 

агрегатів. Однак можливості підвищення швидкості рухомого складу в умовах 

сільського господарства обмежені. 

Тому збільшена потужність тракторів використовується в основному для 

підвищення корисного навантаження (вантажопідйомності) транспортних і 

транспортно-технологічних машин і агрегатів. 

При цьому, робочі цикли сільськогосподарських транспортних і 

транспортно-технологічних (складально-транспортних і транспортно-

розподільчих) засобів механізації мають багато спільного [8, 9]. 

Транспортний цикл складається з процесів навантаження, руху з вантажем, 

розвантаження, подачі транспортного засобу до місця навантаження. 

Складально-транспортний цикл включає збір (підбирання) матеріалу 

(наприклад, зеленого корму) з поля з одночасним навантаженням його в 

транспортно-технологічний агрегат, рух з вантажем, розвантаження і 

повернення машини (агрегату) до місця збору матеріалу [10]. 

В транспортно-розподільний цикл входять навантаження матеріалу 

(наприклад, добрива), рух з вантажем до місця розподілу (внесення) матеріалу, 
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розвантаження з одночасним розподілом матеріалу по полю, повернення 

транспортно-технологічної машини (агрегату) до місця навантаження [11 – 13]. 

Необхідно відзначити, що основна операція для розглянутих процесів – 

рух з вантажем. При виконанні робочих процесів транспортні і транспортно-

технологічні машини і агрегати взаємодіють з опорною поверхнею, з вантажем, 

що знаходиться в кузові (технологічним матеріалом) і навколишнім 

середовищем [14 – 16]. 

При цьому, підвищення вантажопідйомності транспортно-технологічних 

машин призводить до того, що маса агрегату має досить суттєву різницю в 

початку і в кінці технологічного процесу. 

Такі значні зміни маси агрегату сприяють переміщенню його центру мас, 

перерозподілу вертикальних складових реакцій опорної поверхні по мостам 

трактора і до значних коливань гакового навантаження енергетичного засобу. 

1.2 Робота трактора в умовах змінного гакового навантаження 

Навантаження, що діють на трактор, зумовлені збурюючими впливами 

зовнішнього середовища (макро- і мікропрофілем опорної поверхні, фізико-

механічними властивостями ґрунту і т.д.) і коливаннями самого трактора, та 

носять випадковий характер [17]. 

Аналіз тягового опору, проведений статистичним методом, показав, що 

закон його розподілу близький до нормального, а коефіцієнт варіації змінюється 

в межах 0,10…0,40 [18, 19]. 

Частота коливань крутного моменту в трансмісії трактора знаходиться в 

межах 0,07…1000 Гц [20]. Кореляційним аналізом [21] встановлено, що частота, 

на яку припадає основна частка дисперсії тягового опору, для більшості 

досліджених агрегатів, які використовуються в сільськогосподарському 

виробництві, становить 15…25 рад/с. 

Експериментальними дослідженнями характеру навантажень 

сільськогосподарських тракторів при роботі машинно-тракторного агрегату на 
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підвищених швидкостях встановлено, що з підвищенням швидкості руху 

змінюється як середньоарифметичне значення навантаження, так і його 

математичне очікування [22]. 

Аналіз залежностей середньоквадратичного відхилення опору руху 

сільськогосподарських машин показує, що цей параметр з підвищенням 

швидкості збільшується більш інтенсивно, ніж середньоарифметичне значення, 

що безпосередньо позначається на збільшенні коефіцієнта нерівномірності, який 

визначається як подвоєний коефіцієнт варіації. 

Так, при збільшенні швидкості від 5 до 10 км/год середньоквадратичне 

відхилення тягового навантаження тракторів тягового класу 3 при роботі з 

плугами збільшується в 2,5…2,9 рази, на лущенні, боронуванні та посіві 

зернових – в 1,5…1,9 рази, у посівних агрегатів з тракторами «Білорусь» – в 

1,6…1,7 рази [22]. 

Підвищення швидкості від 4,78 до 8,04 км/год при роботі з плугом ПЛН-5-

35 на оранці глибиною 25…27 см в умовах півдня України [22] призводить до 

збільшення тягового опору від 34 до 37кН, або на 8,5% , а амплітуда коливань 

навантаження (за умови, що вся дисперсія припадає на одне значення частоти) 

збільшується від 3 до 5кН, або на 72,5%. При цьому коефіцієнт нерівномірності 

навантаження збільшується від 0,174 до 0,278. 

Підвищення рівня енергонасиченості також супроводжується зростанням 

динамічної навантаженості трактора. Так, збільшення енергонасиченості 

сільськогосподарського трактора в 1,6 рази супроводжується зростанням 

динамічних навантажень в 1,08…1,12 рази [23], а збільшення енергонасиченості 

промислового трактора в 3,1 рази призводить до збільшення дисперсії 

навантажень на 45% [24]. 

Доведено, що зростання навантаження на гаку збільшує навантаженість 

елементів трансмісії трактора. Так випробування трактора [25] показали, що 

збільшення навантаження на гаку з 15кН до 19кН призводить до збільшення 

коефіцієнта динамічності (відношення максимального моменту до середнього) з 
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1,68 до 2,0, тобто зростанню гакового навантаження на 29,3% відповідає 

зростання коефіцієнта динамічності на 19%. 

Виконаний в роботах [26, 27] аналіз внутрішньої структури тягового опору 

показав, що чотири складових з п’яти формуються в самому тракторі і тільки 

одна формується зовнішнім середовищем. 

Таким чином, при роботі трактора відбуваються безперервні коливання 

зовнішнього навантаження. Ці коливання позначаються і на показниках двигуна. 

Зокрема, відзначається [27 – 30] зниження потужності, оскільки погіршуються 

умови протікання теплового процесу двигуна і виявляються серйозні порушення 

в роботі регулюючої системи [31]. 

Однак коливання навантаження не завжди призводять до погіршення 

ефективних показників двигуна [27]. Так, при зміні обертів колінчастого валу 

дизельного двигуна з різною частотою і амплітудою на лінійній ділянці 

регуляторної характеристики зниження потужності або зміни інших ефективних 

показників не виявлено, а на нелінійній ділянці характеристики таке зниження 

потужності, на думку авторів [28], обумовлено формою кривої годинної витрати 

палива. 

Саме тому в роботах [27, 28] стверджується, що основною причиною 

зниження експлуатаційних показників тракторного двигуна в умовах несталого 

навантаження є несприятливий перебіг регуляторної характеристики. 

Тягово-динамічними випробуваннями [29], проведеними при завантаженні 

трактора ХТЗ-150К, встановлено, що середнє значення номінального моменту 

дизеля зміщується в бік зниженого швидкісного режиму. 

При цьому, у міру зниження передавального числа трансмісії знижується 

величина максимальної циклової подачі палива і максимального крутного 

моменту дизельного двигуна [30]. 

Тягова потужність, яка отримана при стабільних значення швидкості руху 

трактора і гакове навантаження, в порівнянні з тяговою потужністю, що 

отримана з урахуванням коливань гакового навантаження, знижується в 

середньому на 10 кВт, що становить 6…10%, а з урахуванням коливань гакового 
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навантаження і непрямолінійності ходу в борозні – на 15кВт, або на 10…17% 

[30]. 

Експериментальними дослідженнями роботи трактора ХТЗ-150К 

встановлено, що тягово-динамічні показники трактора на оранці нижче, ніж при 

постійному навантаженні: максимальне значення умовного тягового ККД на 

першій передачі у  = 0,725 при гаковій потужності ..максгакN  = 82кВт, проти у  = 

0,787 при ..максгакN  = 88кВт. 

З підвищенням передачі різниця в величині гакової потужності ще більше 

зростає і досягає в середньому 10 кВт, що підтверджує вплив динамічного 

характеру завантаження трактора на його тягові показники. При однакових 

значеннях тягового зусилля, що відповідають найбільшій гаковій потужності, 

робочі швидкості руху трактора при завантаженні нижче, ніж при постійному 

навантаженні на 0,45…0,95 км/год [30]. 

Зниження швидкості при змінному характері навантаження 

обумовлюється і збільшенням буксування рушіїв [29]. Пояснюється це 

нелінійністю кривої буксування [30]. 

Необхідно відзначити, що першим розглянув вплив коливань 

навантаження на параметри двигуна при роботі трактора в умовах 

сільськогосподарського виробництва акад. В.Н. Болтинський [27]. 

На підставі теоретичних і експериментальних досліджень він зробив 

висновок, що внаслідок коливань навантаження знижуються показники 

потужності та економічні показники двигуна (по паливу) в порівнянні з цими 

показниками при завантаженні постійним моментом, і ввів поняття коефіцієнта 

використання потужності двигуна, який дорівнює відношенню максимальної 

потужності, отриманої при роботі двигуна зі змінним навантаженням, до 

максимальної потужності, отриманої при стандартних гальмівних 

випробуваннях [27]. 

В.Н. Болтинський визначив два способи зниження впливу коливань 

навантаження на ефективні параметри двигуна. 
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Перший спосіб – експлуатаційний. Він полягає в тому, що в процесі 

експлуатації трактор агрегатують таким чином, щоб завантаження двигуна не 

перевищувало деякого встановленого значення. Тоді показники МТА 

знижуються значно менше. 

Це недовантаження двигуна введено в нормативні документи [30] 

розрахунку виробітку і являє плановане зниження продуктивності трактора через 

недосконалість його тягово-динамічних властивостей. 

Другий спосіб – це зміна конструкції окремих механізмів трактора або 

двигуна для зниження впливу коливань навантаження на показники трактора. 

Найбільше число досліджень в цьому напрямку присвячено регуляторам і різним 

пружним та демпфуючим пристроям в силовій передачі. 

Однак до теперішнього часу в конструкцію силової передачі або 

регуляторів тракторів, що серійно випускаються, або готуються до виробництва, 

з механічною трансмісією не внесені зміни, які дозволили б працювати трактору 

без зниження потужності в умовах реальної експлуатації. Тому в нормативних 

документах продовжує залишатися коефіцієнт завантаження двигуна менше 

одиниці. 

На основі статистичного аналізу реалізацій випадкових функцій гакового 

навантаження і моменту опору перекочування колеса встановлені показники їх 

стаціонарності, амплітудний і частотний склад, визначені механізми, в яких 

генеруються коливання, виявлена досить висока стабільність імовірнісних 

характеристик функцій даних величин агрегату при роботі в різних грунтово-

кліматичних зонах . Ця інформація є цілком достатньою для розробки методу і 

засобів відтворення штучного сигналу тягового опору. 

Механізм для відтворення змінної складової може бути побудований на 

різних принципах. До теперішнього часу відомо кілька спроб створити такий 

пристрій. Однак жодне з них не відповідало в досить повній мірі пред’явленим 

до нього вимогам ні за достовірності відтворення характеру опору, створюваного 

сільськогосподарськими знаряддями, ні за ідеєю конструктивного здійснення. 
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Принципово новим у створенні засобів, що імітують випадковий характер 

навантаження на гаку трактора, можна вважати тільки підхід, реалізований 

КубНІІТІМ [31]. В імітаційному пристрої КубНІІТІМ вперше конструктивно 

здійснено принцип відтворення коливального характеру навантаження на гаку 

на основі синтезу процесу з декількох гармонійних складових. 

При цьому функція тягового опору розглядається як сума, що складається 

з постійної складової (рівень завантаження) і змінної складової, що відтворює 

енергетичний спектр коливань тягового опору сільськогосподарських машин. 

Коливальний характер поступального руху імітаційного 

завантажувального візка КубНІІТІМ надають сили дисбалансу, що виникають 

внаслідок обертання декількох неврівноважених вантажів. 

Кутовою швидкістю вантажів (у кожного вантажу своя частота обертання), 

радіусом його обертання і різною масою можна отримувати бажану амплітуду і 

частоту періодичних коливань, створюваних кожним з вантажів. 

Підсумовуючись на загальному валу, ці коливання створюють полігармонічний 

процес, який ближче до реального, ніж процес коливань навантаження, 

імітованим однієї гармонійною реалізацією. 

Однак органічним недоліком імітаційного пристрою типу КубНІІТІМ є те, 

що воно практично не дозволяє відтворити першу, низкочастотну (0,5 Гц і 

нижче) складову, оскільки для цього потрібна дуже велика маса 

неврівноваженого вантажу. 

Розроблений в НАТІ завантажувальний імітаційний пристрій (ЗІП) 

побудований також за принципом відтворення реального тягового процесу на 

основі синтезу декількох гармонійних коливань. Його основу складає 

імітаційний пристрій – п’ять кривошипно-шатунних механізмів з пружинами, 

кожен з яких формує коливальний процес з наперед заданими параметрами 

частоти і амплітуди. 

Цей коливальний механізм встановлений на шасі автомобіля ЗІЛ-131 і 

через трансмісію автомобіля з’єднаний з його колесами. Таким чином, при русі 

шасі під дією тягового зусилля трактора обертальний рух від коліс передається 
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через карданний вал, коробку передач і кардан на шестерні редуктора, які 

приводять в дію кривошипно-шатунні механізми. 

Зворотно-поступальний рух кривошипно-шатунного механізму, 

сполученого з пружиною, викликає коливання моментів на валах шестерень 

редуктора. 

Ці коливання моментів з урахуванням фазових зрушень підсумовуються на 

загальному валу і через трансмісію передаються на колеса ЗІП, створюючи 

коливальний характер поступального руху, який через сполучний пристрій 

передається трактору. 

Кожен з п’яти коливальних контурів ЗІП може бути налаштований на 

відтворення періодичного процесу з різними параметрами. Амплітуду коливань 

можна регулювати шляхом зміни попереднього затягування пружини і радіусу 

кривошипа. Зміна частоти коливань досягається перемиканням передач в 

коробці. ЗІП може працювати при будь-якій кількості відключених кривошипно-

шатунних механізмів. 

Це дозволяє з його допомогою знімати амплітудно-частотні 

характеристики трактора, а також відтворювати коливання тягового опору, 

створюваного різними знаряддями. 

Слід зазначити, що за принципом синтезу гармонійних коливань не можна 

досягти повного збігу реального і імітованого процесів, тому що сукупністю 

будь-якої кількості гармонійних процесів не можна отримати випадкову 

функцію. 

Однак для імітації тягового опору сільськогосподарського знаряддя при 

тягово-динамічних випробуваннях важливо відтворення не стільки білого шуму, 

скільки складових, які формують основну частину енергії випадкового 

коливального процесу і збігаються з частотою власних або генеруються в 

окремих механізмах трактора коливань. 

Крім того, при русі трактора і ЗІП по полю виникають випадкові складові, 

які, підсумовуючись з гармонійними коливаннями, надають синтезуємій функції 

вид випадкової. 
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Оцінити достовірність імітованого процесу можна порівнянням 

кореляційної функції відтвореного тягового опору з кореляційної функцією 

осредненной реалізації дійсного тягового процесу [30] 

1.3 Експлуатаційні показники транспортно-технологічного агрегату та їх 

залежність від динаміки агрегату 

Експлуатаційні показники транспортно-технологічного агрегату 

знаходяться між собою в складних функціональних взаємозв’язках. Зміна одних 

експлуатаційних показників призводить до безперервної зміни інших, що в 

кінцевому рахунку позначається на продуктивності агрегату, якість виконання 

технологічного процесу, матеріально-технічні та інші витрати. 

В найбільш загальному випадку до системи експлуатаційних показників 

МТА можна віднести: продуктивність, витрату палива, ККД, витрати механічної 

енергії, надійність, довговічність, прохідність та маневреність [32]. 

У розробку теорії продуктивності машин найбільш значний внесок внесли 

академіки В. П. Горячкин [33] і Б. С. Свірщевський [34], професори 

Б. А. Лінтварев [35, 36] і Ю. К. Кіртбая [37]. 

Численні фактори і параметри, що впливають на продуктивність агрегату, 

можна розділити на три групи. 

1. Технічні параметри, які, в свою чергу, поділяються на конструктивні і 

експлуатаційні. До конструктивних параметрів належать: ширина захвату 

машини під час виконання технологічного процесу, потужність двигуна, 

габаритні розміри агрегату, колія і дорожній просвіт, питомий тиск на ґрунт. 

До експлуатаційних – швидкість руху, прохідність, зручність 

агрегатування, час роботи без заправки транспортно-технологічної машини, 

тривалість підготовки до роботи, тривалість технічного догляду і заправки. 

2. Природно-кліматичні умови: тип ґрунту, його вологість, агрофон, 

врожайність, рельєф місцевості, величина і конфігурація ділянок, географічна 

висота і ін. 
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3. Організаційно-технологічні фактори: технологія виконання 

виробничого процесу, організація виробництва, кваліфікація і виробничий 

досвід механізаторів і т. п. 

На продуктивність транспортно-технологічної машини впливає така 

кількість факторів, що виразити залежність її продуктивності від них в 

аналітичному вигляді не представляється можливим [38]. 

Основним технічним параметром, який визначає продуктивність машини 

(не враховуючи ширину захвату), є швидкість її руху. При заданій потужності 

двигуна цей параметр на енергоємних роботах перебуває у зворотній залежності 

з шириною захвату. 

При виконанні енергоємних робіт збільшення ширини захвату машини 

вимагає зменшення швидкості її руху і навпаки збільшення швидкості руху 

викликає необхідність зменшення ширини захвату. 

Проте, швидкість руху агрегату та ширина його захвату визначається, все 

ж таки, не потужністю трактора, а якістю виконання технологічного процесу. 

Тому, зазвичай, швидкість руху (максимальна) для даної машини визначається 

виробником з урахуванням збереження якості виконання технологічного 

процесу. 

А.Б. Коганов [39], аналізуючи роботу транспортно-технологічних 

агрегатів на підвищених швидкостях, визначає найменшу відстань minl , при якій 

перемикання передач на підвищену швидкість є доцільним: 

 
23
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 , (1.1) 

де  пt  – час на перемикання передачі; 

 2v  та 3v  – швидкість руху агрегату на другій та третій передачі відповідно. 

Коефіцієнт корисної дії є одним з основних експлуатаційних показників.  

Теоретичним дослідженням ККД присвячені праці багатьох вчених: 

Б.С. Свірщевского [40], Ю.К Кіртбая [37, 41], В.С. Лихачова [42], І. І. 

Трепененкова [38], В.В. Кацигіна [43], Г.Н. Бєлаша [44]. Серед перерахованих 
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робіт слід відзначити оригінальність постановки і вирішення даного питання 

В.В. Кацигіним. 

ККД транспортно-технологічного агрегату характеризує технічну 

досконалість машини, отже, продуктивність і економічність її роботи. Він в 

основному залежить від енергоємності технологічного процесу, металоємності 

конструкції, конструктивної системи і її параметрів, оптимальної швидкості і 

ширини захвату агрегату. 

ККД агрегату можна розглядати з двох точок зору: 

по-перше, як показник, який має пряме відношення до продуктивності агрегату; 

по-друге, як показник для оцінки витрат механічної енергії. 

У ряді випадків ККД приймається за вирішальний критерій при техніко-

економічній оцінці машин, при цьому не приділяється необхідної уваги іншим 

показникам. 

Незважаючи на настільки важливе значення ККД агрегату, до 

теперішнього часу немає однакового розуміння і розрахунку цього коефіцієнта, 

що вносить невизначеність при практичних розрахунках [39]. 

Під ККД Б.С. Свирщевський розуміє [40] відношення корисної роботи 

машинно-тракторного агрегату до його можливої роботи: 

 
имагр

 ,  (1.2) 

де 
им

  – коефіцієнт, що характеризує завантаженість трактора з використанням 

максимальної тягової потужності, який може бути визначений за формулою: 
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Ю.І. Кіртбая ККД агрегату пропонує визначати за формулою [41]: 
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R
  – ККД робочої машини; 

 
к

R  – корисний опір робочих органів; 

 повR  – повний тяговий опір машини); 
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   – коефіцієнт, що враховує експлуатаційні втрати в агрегаті. 

Відповідно до цього ККД агрегату є відношенням витрат дійсно корисної 

механічної роботи до загальних витрат механічної роботи, яка вироблена 

двигуном. 

В. С. Лихачов вважає, що значно простіше оцінити технічну досконалість 

машин, що входять до агрегату (трактор, зчіпка, сільськогосподарські машини) 

за їх власним ККД у чистому вигляді [42]. Однак за таких розрахунків в 

залежності від конструктивної системи агрегату ККД може змінюватися у 

великих межах. 

ККД агрегату, що характеризує витрати механічної енергії, виражається 

наступною формулою: 
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 . (1.5) 

Загальновизнано, що більш досконалим вважається той агрегат, у якого 

більша частина споживаної енергії витрачається на подолання корисних опорів, 

а тому при порівнянні однорідних агрегатів вважають досконаліше той, у якого 

ККД вище. 

Однак, як доводить В. В. Кацигін [43], такий висновок не завжди 

правильний. При поліпшенні робочого органу машини енергія, яка необхідна для 

здійснення технологічного процесу, зменшується. 

Розглянемо існуючий метод визначення ККД трактора: 
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де тахгакN .  – максимальна тягова потужність на гаку по тяговій характеристиці; 

 тахеN .  – максимальна ефективна потужність двигуна трактора. 

Коливання гакового навантаження і частоти обертання колінчастого валу 

двигуна на нелінійній ділянці регуляторної характеристики є однією з причин 

великого розкиду точок середніх значень показників на тяговій характеристиці в 

зоні номінального навантаження. 
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Одному і тому ж середньому моменту може відповідати практично 

нескінченна кількість середніх частот обертання серп  колінчастого валу, кожна з 

яких визначається амплітудою коливань. 

Оскільки при тягових випробуваннях навантаження і частота обертання 

коливаються за випадковим законом, то навіть близьким середнім моментам і 

потужностям будуть відповідати істотно різні значення середніх частот 

обертання серп  [45]. 

В процесі експлуатації транспортно-технологічних агрегатів паливо 

витрачається на виконання виробничого процесу пQ , холості ходи хQ , 

транспортування агрегату трQ , при працюючому двигуні на зупинках зQ  і під 

час ремонту рQ . 

Введення в загальний баланс витрати палива нового елемента пQ  

викликано тим, що цей вид витрат на відміну від інших чотирьох не пов'язаний 

з виконанням виробничого процесу [46]. 

Для аналізу факторів, що впливають на погектарну витрату палива при 

роботі транспортно-технологічного агрегату, Н.С. Хробостов [47] пропонує 

наступну формулу: 
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де eg  – питома витрата палива в г/кВт·год; 

   – питомий тяговий опір машини в кг/м захвату; 

 pv  і xv  – швидкість руху агрегату відповідно при робочому і холостому ходах 

в м/год; 

   і   –коефіцієнти робочих ходів та використання часу зміни відповідно. 

Ця формула відображає вплив на погектарну витрату палива питомої 

витрати палива, ККД трактора, питомого тягового опору машини, годинної 
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витрати палива, коефіцієнта робочих ходів і коефіцієнта використання часу 

зміни. 

Враховуючи наявність транспортної операції в технологічному процесі 

транспортно-технологічного агрегату, паливна економічність таких агрегатів 

може бути визначена за витратою палива на одиницю транспортної роботи трW  

в кг/т·км, або на одиницю перевезеного вантажу вW  в кг/т: 
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Найбільш поширеною формулою для визначення годинної витрати палива 

самохідною машиною при русі зі швидкістю тv , або агрегатом, є залежність виду 

[48]: 

 msvqQ 310 , (1.10) 

де sq  – середня технічна витрата палива, г/км. 

З наведених формул видно, що технічна ефективність транспортно-

технологічного агрегату залежить від середньої технічної швидкості і середньої 

технічної витрати палива. Ці показники за фізичним змістом являють собою 

синтетичні (синтезуючі), а за способом отримання – стохастичні (ймовірнісні) 

величини, що складаються під впливом багатьох чинників, діючих в різних 

поєднаннях. 

Середню технічну швидкість і середню технічну витрату палива 

визначають зазвичай експериментальним шляхом – при випробуваннях агрегатів 

в характерних (типових) для них умовах експлуатації [29, 34, 42]. 

Для визначення як даних характеристик, так і тягово-енергетичних 

показників агрегатів використовують, зазвичай, тягові, або швидкісні 

експериментальні дослідження, яким передують стендові випробування 

енергетичних установок [42, 48]. 
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Модернізація існуючих методів проведення тягових досліджень 

спрямована на використання сучасних вимірювальних пристроїв та 

узагальнених теорем динаміки тіла (як, наприклад, використання парціальних 

прискорень при вивченні динаміки автомобілів та агрегатів в роботах [49 – 53, 

87, 88]) 

В останні роки почали інтенсивно розвиватися розрахункові методи 

дослідження експлуатаційних властивостей автомобілів, автомобільних і 

тракторних поїздів, засновані на моделюванні процесів руху за допомогою 

обчислювальних машин [54, 20, 70]. 

В якості вихідної інформації при математичному моделюванні руху 

агрегату використовуються розглянуті вище характеристики двигуна і моторної 

установки, ходової і технологічної системи, системи силових приводів, 

динамічні та економічні характеристики автомобілів, автомобільних і 

тракторних поїздів, характеристики самохідних машин і агрегатів при змінних 

режимах руху. 

Встановлено, що середня технічна швидкість і середня технічна витрата 

палива істотно залежать від питомої потужності (енергонасиченості) трактора 

[55, 56]. При збільшенні енергонасиченості середня швидкість, а отже, і 

продуктивність машини, агрегату зростає. 

При цьому зростає і середня витрата палива, що призводить до підвищення 

експлуатаційних витрат на виконання транспортної або транспортно-

технологічної роботи. Тому надмірне збільшення енергонасиченості таких 

агрегатів невиправдано [57 – 60]. 

Очевидно, що для кожного поєднання технічних і експлуатаційних 

факторів існують раціональні енергетичні витрати (робота), при яких виходять 

прийнятні значення і середньої швидкості руху, і середньої витрати палива. 

Визначення раціональних енергетичних витрат відноситься до числа завдань, що 

потребують вирішення. 
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1.4 Динамічна навантаженість трансмісійної установки трактора при 

виконанні технологічного процесу зі змінним гаковим навантаженням 

Така мінливість сили тяги на гаку сприяє формуванню перевантажень в 

трансмісійній установці трактора за рахунок нестабільності величин сили опору 

перекочування та дотичної сили тяги колеса. Тому, для найбільш раціонального 

використання колісного трактора необхідно мати інформацію про оптимальне 

тягове навантаження в даних ґрунтово-кліматичних умовах. 

Найбільш загальним поняттям при вивченні навантаженості трансмісії є 

поняття коливальної системи. Під системою розуміється сукупність деталей і 

вузлів машини, які доцільно виділити для вирішення будь-якої задачі [61]. 

У систему включається також її взаємодія з зовнішнім світом, що задається 

активними зовнішніми впливами (зовнішніми по відношенню до системи 

силами, крутними моментами) і в’язами, що обмежують рух системи. 

Системи поділяються на детерміновані і стохастичні. В стохастичній 

системі відбуваються випадкові процеси або на неї ззовні впливає випадковий 

вплив. При відсутності випадкових процесів або випадкових впливів система 

буде детермінованою [62]. 

До детермінованих систем відносяться динамічні і спадкові, або історичні. 

Динамічні системи не враховують спадкових властивостей матеріалів, 

наприклад, пружну післядію, релаксацію напружень і т.п. 

Їх поведінка повністю визначена, якщо відомий стан системи в будь-який 

момент часу, що задається значеннями координат і їх похідних для кожного 

елемента системи. 

Подальша поведінка спадкової системи обумовлюється не тільки її станом 

в даний момент часу, але і тими процесами, які в ній відбувалися раніше, тобто 

тим, що вона успадкувала від цих процесів. 

Системи можуть бути також розділені на лінійні і нелінійні [62]. Поведінка 

лінійних систем описується диференціальними рівняннями, лінійними відносно 

координат елементів системи і їх похідних. 
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Нелінійні системи описуються нелінійними рівняннями. Як з лінійних, так 

і з нелінійних систем можна виділити параметричні, в яких коефіцієнти при 

координатах і їх похідних залежать від часу. 

Сили взаємодії між елементами механічних систем можна розділити на 

позиційні, дисипативні і інерційні. Позиційні сили, тобто зусилля стислих 

пружин, скручених валів і т.п., визначаються координатами системи. 

До дисипативних сил [63] відносяться сили тертя між елементами системи 

і з зовнішнім середовищем (їх величина приймається пропорційною першим 

похідним координат). Вони характеризують розсіювання енергії в системі. 

Інерційні сили визначаються другими похідними координат. До них відносяться 

сили інерції поступально рухомих мас і моменти від сил інерції обертових мас. 

Якщо в системі є дисипативні сили, то існує дисипація (розсіювання) 

енергії і така система називається неконсервативною. Системи, в яких дисипація 

енергії відсутня і запас енергії постійний, консервативні. 

Системи мають в’язі [63], що обмежують рух окремих їх елементів і 

системи в цілому, які будуть голономними, якщо в рівняння в’язей входять 

координати елементів, але не входять час, похідні і диференціали координат. В 

іншому випадку в’язи неголономні. 

Системи з голономними в'язами голономні і системи з неголономними 

в’язами неголономні [63]. 

Якщо в рівняння в’язей входять координати елементів системи і їх похідні 

(але не час в явному вигляді), то в’язи називаються склерономними, або 

стаціонарними. Системи зі склерономнимі в'язами склерономні, або стаціонарні. 

Якщо в рівняння в’язей входить час в явному вигляді, то в'язи називаються 

реономними, або нестаціонарними; системи з реономними в'язами – реономні, 

або нестаціонарні. 

Система називається автономною, якщо накладені на неї в'язи є 

стаціонарними, вона не схильна до впливу змінних зовнішніх впливів і її 

параметри не залежать від часу. Диференціальні рівняння руху автономної 
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системи не містять явних функцій часу. В іншому випадку системи називаються 

неавтономними. 

Існують утримуючі і неутримуючі в'язи [63]. Умови, що накладаються 

утримуючими в'язами на рух системи, виражаються рівностями; умови, що 

накладаються неутримуючими в'язами, виражаються нерівностями. Прикладом 

неутримуючих в'язей є упори, що обмежують переміщення мас системи. 

Автономні системи можуть бути коливальними і неколивальними [62]. 

Коливальна система має хоча б одне положення стійкої рівноваги і, будучи 

виведеної з нього, може здійснювати біля цього стійкого положення коливання 

без додаткового зовнішнього впливу. 

Неколивальні системи не мають положень стійкої рівноваги, і їх вільний 

(без зовнішнього впливу) рух не може бути коливальним. 

Динамічні системи машинних агрегатів транспортних машин є складними 

нелінійними системами, які мало придатні для розрахунків. Перед проведенням 

розрахунків динамічні системи зазвичай спрощують, а їх елементи заміняють 

ідеалізованими елементами [64]. 

Такі спрощені розрахункові динамічні системи з ідеалізованими 

елементами називають динамічними схемами машинних агрегатів. 

Найбільш поширеними видами динамічних коливальних процесів в 

машинному агрегаті транспортної колісної машини – автомобіля або трактора – 

є вимушені, власні, параметричні коливання і автоколивання. 

Вимушені коливання викликаються зовнішніми періодичними силами. 

При збігу частоти зовнішньої періодичної сили з однією з власних частот 

машинного агрегату мають місце явища резонансу. 

Резонансні коливання можуть істотно спотворювати робочі 

характеристики машини, будучи джерелом підвищених вібрацій і шумів, а також 

причиною підвищених динамічних навантажень на окремих деталях, що 

знижують їх довговічність, а іноді призводять до поломок. Прикладом можуть 

служити вимушені крутильні коливання в трансмісії автомобіля, що з’являються 
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в результаті періодичної зміни крутного моменту двигуна внутрішнього 

згоряння [62]. 

При зміні режиму роботи, додавання або зняття зовнішніх сил в 

машинному агрегаті виникають перехідні процеси, наприклад, в трансмісії при 

різкому рушанні з місця, перемиканні передач, гальмуванні двигуном або 

центральним стоянковим гальмом. 

Виникнення автоколивань обумовлено динамічною нестійкістю деяких 

робочих режимів. Прикладом можуть служити крутильні коливання в трансмісії 

при буксуванні ведучих коліс автомобіля або колісного трактора, викликані 

зменшенням коефіцієнта зчеплення при збільшенні швидкості ковзання шини по 

дорозі. Коливання можуть носити параметричний характер, якщо в процесі 

коливань періодично змінюється який-небудь параметр системи, як наприклад 

коливальний процес в трансмісії, викликаний нерівномірністю обертання 

веденого валу карданної передачі [61, 62]. 

Дослідження динаміки машинних агрегатів дозволяє підвищити надійність 

машини завдяки вибору оптимальних конструктивних параметрів і робочих 

характеристик вузлів і агрегатів трансмісії, двигуна і рушія. Завданням 

дослідження є визначення закономірностей, що характеризують поведінку 

досліджуваної системи в діапазоні робочих режимів. 

При теоретичному дослідженні реальної системи виникає необхідність в 

якійсь мірі спрощувати і ідеалізувати властивості системи. Для побудови 

математичної моделі даної системи, проте, не слід точно враховувати всі без 

винятку властивості системи (це взагалі нездійсненно) [65]. 

Необхідно врахувати основні вирішальні чинники, що визначають ті саме 

риси поведінки системи, які нас в даний час цікавлять. Відповідь на питання про 

допустимість тієї чи іншої ідеалізації дає порівняння отриманих результатів з 

результатами експериментального дослідження. 

Машинний агрегат автомобіля або трактора являє собою крутильну 

коливальну систему, що складається з розподілених по довжині і зосереджених 

мас, з’єднаних пружними валами, що має нескінченно велике число ступенів 
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свободи. Для проведення дослідження динаміки машинний агрегат необхідно 

замінити спрощеної динамічною системою (розрахункової схемою), в яку 

входять зосереджені маси і безінерційні пружні ланки. Розрахункова система 

може містити і розподілені по довжині маси, і пружності [66]. 

Істотне значення при складанні розрахункової схеми має кількість ступенів 

свободи. Очевидно, що розрахункову схему слід вибирати максимально 

простою, однак необхідно, щоб вона пояснювала основні якісні особливості 

даного процесу, а кількісні результати повинні достатньо добре збігатися з 

експериментальними даними. 

Вимога простоти розрахункової схеми суперечить двом останнім вимогам. 

Від вдалого вирішення цих протиріч залежить точність результатів досліджень. 

До зосереджених мас відносять зазвичай деталі, розмір яких уздовж вісі 

обертання не перевищує подвійного діаметра. Маси, розподілені по довжині, 

якщо вони малі в порівнянні з зосередженими і не розташовані поблизу від вузлів 

коливань, наближено враховують шляхом віднесення їх половин до 

зосереджених мас, розташованих по кінцях розглянутої ділянки. Вали зі 

значними розподіленими масами замінюються декількома зосередженими 

масами, з’єднаними безінерційними пружними ланками [61]. 

У місцях виявлення вузлів коливань розподілену уздовж вісі обертання 

масу подають як коливальні системи, що складається з безінерційної пружної 

ланки, до кінців якої приєднані зосереджені маси, момент інерції яких дорівнює 

одній шостій сумарного моменту інерції розподіленої маси. Ця система 

об’єднується з коливальними системами сусідніх деталей. 

Моменти інерції і крутильні податливості окремих деталей знаходяться 

експериментальним або розрахунковим шляхом. Для розрахункового 

визначення моменту інерції деталь розбивається на елементарні ділянки з 

циліндричними, конічними або сферичними поверхнями. Моменти інерції 

кожної ділянки знаходяться окремо і потім сумуються; моменти інерції 

внутрішніх порожнин віднімаються з суми [61, 64]. 
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Динамічна система машинного агрегату складається з великої кількості 

мас і пружностей: реактивних мас картерів агрегатів, пружно підвішених до 

рами, пружних ланок, відповідних підвісці цих агрегатів, зчеплень, відповідних 

муфті зчеплення, фрикційних, що відповідають зчепленню ведучих коліс з 

дорогою і т.п. 

Така численність різних елементів часто затемнює загальну картину 

динамічних процесів, що відбуваються в системі, а часом унеможливлює їх 

аналіз через складність обчислення. 

Спрощення динамічної системи до розрахункової схеми полягає в 

зменшенні числа ступенів свободи шляхом скорочення кількості елементів – мас 

і пружних ланок. Частотний спектр спрощеної розрахункової схеми, природно, 

бідніше спектру вихідної системи. Ступінь спрощення залежить від мети і 

методів дослідження. Так, при вивченні високочастотних процесів розрахункова 

схема повинна містити більшу кількість елементів, ніж схема для вивчення 

низькочастотних процесів. Через труднощі при обчисленні схема для 

аналітичного дослідження повинна бути набагато простіше схеми, призначеної 

для дослідження за допомогою електронних обчислювальних машин. 

Критерієм застосовності спрощеної схеми може бути відповідність 

частотного спектра розрахункової схеми цілям дослідження. При спрощенні 

системи в першу чергу виключаються більш високі власні частоти аж до певної 

лімітуючої частоти. Частоти розрахункової схеми, рівні або менші лімітуючої, 

повинні бути по можливості рівні частотам реальної системи [63, 64]. 

Спрощення системи досягають декількома шляхами: відкиданням 

реактивних контурів (відмовою від врахування впливу картерів агрегатів і їх 

пружної підвіски), іноді з частковою компенсацією шляхом коригування 

елементів, що залишилися в системі; складанням симетричних паралельних 

гілок (відмовою від розгляду кільцевих систем); зменшенням кількості мас 

ланцюгових ділянок системи. 
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Відкидання реактивних контурів вносить в розрахункову схему 

принципові спрощення, рівносильні жорсткому закріпленню картерів агрегатів 

до рами. 

Для зменшення кількості елементів ланцюгових ділянок системи 

застосовуються різні методи: з’єднання дрібних мас з великими, енергетичний, 

заміну тримасових систем двомасовими, центромасова аналогія, парціальні 

частоти. Найбільшого поширення набули метод злиття дрібних мас з великими і 

метод парціальних частот. Вибір того чи іншого методу залежить від виду 

вихідної системи і від мети дослідження. 

Коли вихідна система складається з декількох великих і великого числа 

дрібних мас, а досліджувати необхідно лише кілька нижчих власних частот її, 

цілком можна застосувати метод злиття дрібних мас з сусідніми великими 

масами. Моменти інерції об’єднуваних мас підсумовують, і з’єднують об'єднані 

маси безінерційними пружними ланками, піддатливості яких також складаються. 

Слід зупиниться і на особливості динамічних систем трансмісійних 

установок колісних машин. 

Колісна транспортна машина складається з декількох ведучих вісей. 

Динамічні схеми машинного агрегату таких «многопривідних» машин мають 

вигляд замкнутої кільцевої схеми з відгалуженнями і кільцями і мають ряд 

специфічних особливостей, від яких залежить вибір методики їх розрахунку. 

Якщо будь-якій точці крутильної системи, що знаходиться в спокої, надати 

крутильне переміщення, то система, природно, не повернеться в початкове 

положення. Крутильні коливальні системи не мають положення стійкої 

статичної рівноваги, навколо якого могли б відбуватися їх коливання [61]. 

Для таких систем можливий стан байдужої рівноваги, тому їх нижча власна 

частота коливань дорівнює нулю (рівномірне обертання). Такі системи 

називаються напіввизначеними. Ця особливість обмежує використання 

наближених енергетичних методів розрахунку коливальних систем, що 

застосовуються головним чином для визначення нижчої частоти. 
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Коливання мас крутильних коливальних систем зазвичай описуються 

кутовими переміщеннями від початкового положення. З огляду на зазначені 

особливості крутильних коливальних систем кутові переміщення мас неухильно 

зростають, оскільки коливання накладаються на рівномірне обертання. Це 

ускладнює дослідження динамічних крутильних систем. 

Динамічні схеми многопривідних машин складаються з декількох 

зчеплень: муфти зчеплення, фрикційних, зчеплення ведучих коліс з дорогою. 

Кожне зчеплення може пробуксовувати. Рівняння руху мас динамічної схеми 

відображають стан зчеплень. Тому динамічна схема навіть при наявності всіх 

лінійних ланок є лінійною лише до зміни стану зчеплень, тобто структура схеми 

змінюється стрибком, пов’язаним з початком або закінченням буксування 

зчеплень. Зміна структури супроводжується появою або зникненням моментів і 

сил тертя в зчепленні, що діють на трансмісію. 

Це може вести до розвитку коливальних процесів, що викликають великі 

експлуатаційні навантаження [67 – 69]. 

Деякі параметри динамічної схеми змінні. До них відносяться радіуси 

кочення ведучих коліс, передавальні числа коробок передач, сили опору повітря, 

сили опору коченню коліс, вертикальні навантаження на ведучі колеса, крутний 

момент двигуна і т.п. 

Автори роботи [17, 19] вказують, що робота трактора з неусталеним 

навантаженням характеризується перехідними динамічними процесами в 

системі або коливаннями «у великому». Такі процеси можуть відбуватися 

внаслідок різкого або глибокого порушення балансу крутного моменту двигуна 

і моменту опору, тому вони є нестаціонарними. 

При цьому, можна розглядати безліч реалізацій функціонування трактора 

при неусталеному навантаженні: вмикання/вимикання муфти зчеплення, різка 

зміна циклової подачі палива, вмикання валу відбору потужності при великому 

навантаженні на нього і т.п. 

Так, під час руху трактор безперервно піддається впливам нерівностей 

поверхні кочення і змінам гакового навантаження, що викликає зміну його 
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швидкості руху і коливання остову в поздовжньому, поперечному і курсовому 

напрямках. 

Два останні напрями не роблять істотного впливу на коливання 

навантаження в трансмісії [70 – 78], оскільки диференціал заднього мосту 

автоматично перерозподіляє його по ведучим піввісям, і сумарне навантаження 

змінюється мало. 

Коливання остова в поздовжньому напрямку значно впливають на 

динамічну навантаженість трансмісії внаслідок взаємодії набагато більших 

моментів і відсутності будь-яких елементів, що згладжують коливання 

навантаження. 

В роботі [77] в основу оцінки навантаженості деталей трансмісії покладені 

узагальнені дані по використанню тракторів і тензометричні дослідження 

навантажень в деталях трансмісії при типових режимах роботи. 

Для виявлення максимальних навантажень, що виникають в трансмісії, 

навантаження на гаку підвищувалося аж до зупинки двигуна або підвищеного 

буксування трактора. Для визначення пікових навантажень проводилося різке 

переключення передач, різке включення муфти зчеплення, повороти трактора з 

причепом та начіпним плугом, що знаходиться в транспортному положенні. 

При проведенні досліджень встановлено, що зі збільшенням швидкості 

руху трактора (при постійній силі тяги на гаку) крутний момент на валах 

бортових передач практично не змінюється. 

Крутний момент на карданному валу і валах коробки передач збільшується 

при переході від нижчих передач до вищих відповідно до зміни передавального 

числа за рахунок більш повного використання потужності двигуна при 

збільшенні робочої швидкості трактора. 

Окрім того, роботами [79, 80] встановлено, що, під час отримання 

тракторів ХТЗ-150К на капітальний ремонт, зношеність та динамічні руйнування 

елементів бортових редукторів та головної передачі практично відсутні, що 

говорить про необхідність дослідження динамічних навантажень саме в коробці 

зміни передач та карданних валах. 
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Враховуючи роботи [81 – 83], в яких доведено вплив функціонування 

карданного шарніру під навантаженням на формування динамічної 

навантаженості валів коробки передач, можна говорити про суттєвий вплив 

нерівномірності гакового навантаження (через ведучі вісі), збільшений 

динамікою функціонування карданної передачі, саме на елементи коробки 

передач. 

В роботі [78] проведені польові випробування колісного трактора МТЗ-5М 

на різних режимах роботи при виконанні різних технологічних операцій. При 

цьому, велика частина деталей трансмісії обладнувалася тензодатчиками для 

визначення зусиль, що виникають в них в процесі виконання технологічного 

процесу. Особливий інтерес представляють результати, отримані для 

транспортної операції. 

При роботі на транспорті моменти на піввісях вийшли менше 

розрахункових. Так, при транспортуванні причепа по бетонній дорозі момент на 

піввісях становить на IX передачі 0,46, а на X – 0,66 від розрахункового за 

моментом двигуна. 

При транспортуванні причепа по зораному полю на VI передачі – 0,59 від 

моменту за зчіпною вагою і при роботі на VIII і IX передачах – 0,65 і 0,82 

відповідно від розрахункового моменту за двигуном; при роботі на стерні на IX 

передачі – 0,76 від розрахункового моменту за двигуном. Двигун 

перевантажується тільки при транспортуванні причепа на X передачі на стерні. 

Заміри при транспортуванні візку на бетонній дорозі показали, що зусилля 

як на валу, так і на гаку, невеликі за обсягом та змінюються незначно, а при 

транспортуванні візку по зораному полю величини зусилля на гаку і моменту на 

піввісі змінюються різко. 

Встановлено, що при транспортних роботах зусилля в зубах шестерень і на 

піввісях значно менше зусиль, що виникають при роботі на оранці. Це 

справедливо тільки при нормальних умовах роботи при транспортуванні. 

Проведене дослідження показує, що, якщо при нормальних транспортних умовах 

великих зусиль в деталях трансмісій не виникає, то при неправильній 
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транспортній роботі, особливо на підвищених швидкостях, виникають великі 

перевантаження деталей, які можуть призводити до їх поломки в експлуатації. 

Крім стохастичности гакового навантаження, особливий інтерес 

представляє вплив перехідних процесів (розгону і гальмування агрегату) на 

динамічну навантаженість трансмісійної установки. 

Рушання і розгін аналізується в працях з теорії трактора Є.Д. Львова [84], 

М.І. Медведєва [85], Д.А. Чудакова [86] і в роботі В.А. Болтинського [19]. У всіх 

цих роботах МТА при розгоні розглядається як двомасова система, що є відомим 

спрощенням. 

Як багатомасова динамічна система МТА розглядається Д.Н. Громовим 

[87], який при дослідженні навантажень в трансмісії, при рушанні з місця, 

визначав буксування рушіїв як змінну величину. Найбільш же повно дані 

припущення враховані в теоретичних і експериментальних дослідженнях 

М.М. Шлуфмана [88]. 

Однак, не дивлячись на значні аналітичні та експериментальні 

дослідження в області формування динамічної навантаженості трансмісії, по 

сьогоднішній день практично не існує робіт, які враховують формування 

дотичної сили тяги колеса і впливу даного процесу на динаміку елементів 

трансмісійної установки. 

В даному напрямку особливий інтерес заслуговує робота С.В. Носова, 

М.М. Азовцева і О.В. Акулича [89], в якій зазначається, що навантаження, які 

визначаються взаємодією рушія з опорною поверхнею, вельми істотні, тому при 

дослідженні навантаженості трансмісій мобільних енергетичних засобів 

необхідно їх розглядати спільно з опорною поверхнею як компоненти єдиної 

системи. 

Особливого значення набуває вивчення коливальних процесів колеса – 

одного з основних пружних елементів динамічної системи, еквівалентного МТА, 

що представляє собою початкову ланку силової передачі і ходової частини 

одночасно. Через колесо діє і формується збурення з боку опорної поверхні в 

залежності від її щільності, вологості, товщини деформованого шару і т.п. 
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В роботі прийнято, що сила опору руху має випадковий характер, і, для 

спрощення моделювання та подальших розрахунків, змінюється за гармонійним 

законом. 

Тоді динамічна складова моменту опору на колесі, що виникає від дії цієї 

сили, також буде змінюватися за гармонійним законом. При цьому, оскільки 

вплив динамічної складової моменту з боку двигуна на колесо значно менше, ніж 

моменту опору руху, то в динамічній моделі він не враховується. 

Однак, в роботі прийнято припущення, що поздовжні, вертикальні і 

поперечні коливання МТА не впливають на крутильні коливання в трансмісії, 

що суперечить результатам, про які говорилося раніше. Крім того, в роботі не 

враховані дисипативні втрати енергії в трансмісії і на деформацію колеса. Тому 

говорити про повноту даної моделі не доводиться. 

Особливу складність при розрахунку навантаженості трансмісійної 

установки являє правильна побудова еквівалентної схеми і приведення моментів 

інерції деталей до відповідних елементів. 

Так, в роботах [90, 91] вказується, що для вирішення деяких 

експлуатаційних питань, пов’язаних з динамікою транспортно-технологічного 

агрегату, для розрахунку реальних навантажень, що діють на деталі трансмісії і 

двигун в процесі експлуатації і в ряді інших випадків, необхідно мати дані про 

величину приведеного до колінчастого валу двигуна моменту інерції агрегату – 

 , який, в загальному вигляді, визначається залежністю: 

 мтпердв  , (1.11) 

де дв  – приведений момент інерції рухомих деталей двигуна; 

 пер  – приведений до колінчастого валу двигуна момент інерції обертових 

деталей трансмісії трактора; 

 т  – приведений до колінчастого валу двигуна момент інерції поступально-

рухомих мас трактора; 
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 м  – наведений до колінчастого валу двигуна момент інерції причіпної або 

начіпної машини. 

Найбільші труднощі при визначенні складових   пов’язані з 

визначенням пер . Визначення моменту інерції кожної деталі трансмісії методом 

біфілярного підвісу з подальшим приведенням до колінчастого валу двигуна 

пов’язане зі значними витратами сил і засобів. 

Визначення ж моменту інерції розрахунковим шляхом з використанням 

креслень і ваги деталей також є операцією трудомісткою і до того ж може 

призвести до значної помилки. 

Тому в роботі пер  пропонується визначати методом вибігу. Для цього 

трактор обладнується вимірювальною апаратурою, що дозволяє фіксувати число 

обертів валу муфти зчеплення, час, а також крутний момент двигуна. 

Отримання вихідних даних, необхідних для визначення пер , зводиться до 

визначення моменту двигуна двМ , необхідного для приводу трансмісії при 

піднятих задніх колесах на різних швидкісних режимах, і до фіксації числа 

обертів валу муфти зчеплення з моменту виключення муфти до її зупинки (також 

при піднятих задніх колесах). 

За отриманими даними будується крива вибігу, за якою, використовуючи 

значення двМ , визначається пер . Значення пер  знаходиться з наступного 

виразу, справедливого для будь-якого моменту зупинки обертових деталей 

трансмісії: 

 
тпер М

dt

d



, (1.12) 

де тМ  – крутний момент на колінчастому валу двигуна, необхідний для 

приводу трансмісії при кутовий швидкості валу муфти зчеплення  . 

Як зазначено в роботі В.П. Заблоцького і Є.П. Рапоти [92], даний метод 

визначення приведеного моменту інерції трансмісії трактора вимагає 

застосування спеціальних датчиків, складних струмознімальних пристроїв, які 
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без належної переробки не можуть бути використані для експерименту на 

тракторах різних марок. 

Крім того, цей метод передбачає застосування при розрахунку графічних 

побудов, що призводить до значних похибок. 

Тому, у своїй роботі вони пропонують експериментальне визначення 

приведеного моменту інерції трансмісії трактора іншим методом, який не 

вимагає застосування спеціального устаткування і графічних методів 

розв’язування задачі, який заснований на теоремі про зміну кінетичної енергії 

для інтервалу вибігу трансмісії трактора, встановленого так, що його задні 

колеса не торкаються землі: 
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М
JJ прпр

, (1.13) 

де прJ  – шуканий приведений до первинного валу коробки передач момент 

інерції трансмісії трактора; 

 1  – кутова швидкість первинного валу в момент початку розглянутого 

інтервалу вибігу; 

 2  – те ж саме в кінці інтервалу вибігу; 

 М  – приведений до того ж валу момент тертя трансмісії; 

 1  – кут повороту первинного валу коробки передач за вказаний інтервал 

вибігу. 

Якщо 12 7,06,0    то на цьому інтервалі вибігу момент М  можна 

вважати з достатнім ступенем точності постійною величиною, і вибіг, отже, 

приймати рівносповільненим. 

Час 1t  і 2t  інтервалу вибігу при першому і другому дослідженнях від 1  до 

2  вимірюється за допомогою секундоміра. 

Моменти часу, коли кутова швидкість первинного валу коробки передач 

починає відповідно дорівнювати 1  або 2 , фіксуються за допомогою 
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стробоскопа. При цьому неоновою лампою висвітлюється шестерня первинного 

валу. 

Частота спалахів неонової лампи стробоскопа встановлюється на початку 

такою, що відповідає обраній кутовій швидкості 1 . Після розгону трансмісії 

двигуном вимикається зчеплення, і трансмісія починає вибіг. 

У момент збігу кутової швидкості зазначеної шестерні з частотою спалахів 

неонової лампи спостерігається стробоскопічний ефект «зупинки» шестерні. У 

цей момент вмикається секундомір. 

Потім стробоскоп перелаштовується на частоту спалахів, що відповідає 

кутовій швидкості 2 . В момент «зупинки» шестерні при цьому значенні кутової 

швидкості секундомір вимикається. 

Окрім того, для розрахунку динамічної навантаженості трансмісії колісних 

мобільних машин зазвичай необхідно визначити її демпфування і жорсткість. 

Один з ефективних методів відшукання цих характеристик – стендові 

дослідження. Але проблема їх проведення полягає в тому, що в більшості 

випадків точність одержуваних результатів невисока. 

В роботі [93] пропонується спосіб, заснований на прикладанні до 

встановленої на опорній поверхні мобільної машини з заблокованим маховиком 

двигуна тягового зусилля в напрямку горизонтальної вісі, миттєвого скидання 

цього зусилля до моменту настання юзу коліс і запису осцилограми вільних 

поздовжніх коливань маси машини. 

При цьому, підвищення точності оцінки демпфування і жорсткості 

трансмісії досягається за рахунок виключення впливу жорсткості і демпфування 

шин під час проведення експерименту. 

Схема стенду для реалізації даного способу представлена на рис. 1.2. 

Для визначення демпфування трансмісії в встановлених на основі 1 

нерухомих опорах 2 жорстко закріплюють опорні колеса 3, подібні колесам 

досліджуваної машини 4. 
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На них встановлюють платформу 5, яка з’єднана тяговою лебідкою за 

допомогою тягового канату 6 з електромагнітним фіксатором 7 для фіксації і 

скидання тягового зусилля з канату. 

Машину ставлять на платформу і з’єднують з тягової лебідкою за 

допомогою тягового канату 8 з електромагнітним фіксатором 9. Вільні 

коливання маси машини реєструє датчик 10 поздовжніх переміщень. 

Для вимірювання вільних поздовжніх коливань маси машини тільки на 

валах трансмісії вмикають досліджувану передачу в коробці зміни передач, 

блокують підвіску ведучих мостів і маховик двигуна за допомогою кронштейнів, 

що кріпляться на рамі машини. 

 

Рисунок1.2 – Стенд для визначення демпфування і жорсткості трансмісії 

колісної машини 

Платформа має рівні верхню і нижню поверхні з мінімальним 

коефіцієнтом опору коченню. Спочатку підтягують платформу до моменту 

початку юзу опорних коліс і фіксують електромагнітним фіксатором, а потім 

досліджувану машину в протилежному напрямку до моменту початку юзу її 

коліс і фіксують електромагнітним фіксатором. Підтягування платформи і 

машини необхідно для того, щоб досягти досить вираженої картини вільних 

поздовжніх коливань на валах трансмісії. 
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Щоб виключити вплив реактивної піддатливості ресор на точність 

визначення демпфування трансмісії, підвіску ведучих мостів блокують. 

Вільні поздовжні коливання маси машини і платформи виникають після 

миттєвого скидання тягових зусиль з канатів за допомогою електромагнітних 

фіксаторів. Вони відбуваються на шинах і валах одночасно, а вільні коливання 

платформи – тільки на шинах. 

Ці коливання збігаються по фазі, оскільки миттєві скидання тягових зусиль 

з канатів фіксаторами відбуваються одночасно, але напрямки вільних коливань 

машини і платформи взаємно протилежні. Осцилограма вільних коливань маси 

машини відносно основи, записана за допомогою датчика 10, показує вільні 

коливання тільки на валах трансмісії без накладення коливань елементів підвіски 

і коліс з шинами, оскільки коливання на шинах коліс досліджуваної машини і на 

шинах опорних коліс взаємно гасять один одні. 

Необхідно відзначити, що випробування проводяться при постійному 

значенні навантаження, що також дозволяє вивчати динамічні характеристик 

трансмісії тільки при постійному значенні моменту опору на колесі. 

Однак, в ході аналогічних експериментальних досліджень встановлено, що 

для більшості колісних тракторів характерним є те, що приведена до первинного 

валу сумарна жорсткість валів трансмісії, завжди менше приведеної сумарної 

тангенціальної жорсткості шин ведучих коліс, тому максимальний коефіцієнт 

динамічності на валах трансмісії завжди менше, ніж на шинах ведучих коліс. 

Крім того, для валів трансмісії 21 k , а для шин ведучих коліс – 22 k . 

Якщо ж розглядати спрощену одноланкову коливальну систему, що має один 

пружний зв’язок, який включає в себе наведені значення жорсткостей валів 

трансмісії і шин ведучих коліс, то для такої коливальної системи, максимальний 

коефіцієнт динамічності maxk  дорівнює двом. Таким чином, теоретично можлива 

величина maxk  на валах трансмісії дволанкової системи менше, а для шин ведучих 

коліс більше, ніж в одноланковій коливальній системі [47]. 
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Зі сказаного випливає, що зменшити величину 1k  на валах трансмісії можна 

двома шляхами: або зменшити приведену до первинного валу коробки передач 

сумарну жорсткість валів трансмісії, або збільшити сумарну жорсткість шин 

ведучих коліс. 

Перше може бути здійснено зниженням жорсткість окремих валів і, крім 

того, збільшенням передавального числа трансмісії; друге – застосуванням шин 

з підвищеною тангенціальною жорсткістю. 

Оскільки жорсткість піввісей приводиться до первинного валу коробки 

передач через передавальне число всієї трансмісії, а жорсткість карданного валу 

– через передавальне число коробки передач, то приведена жорсткість піввісей 

має найменше значення і має найбільший вплив на величину еквівалентної 

приведеної жорсткості всієї трансмісії. Тому жорсткість піввісей потрібно 

зменшити на величину, меншу, ніж величина зменшення жорсткості карданного 

валу. 

Практично зменшення приведеної жорсткості валів трансмісії може бути 

досягнуто або за рахунок застосування пружних муфт на карданних валах і 

ведучих піввісях, або за рахунок зміни розмірів валів [94]. 

Дослідження [95, 96] показали, що зниженням жорсткості валів трансмісії 

вдається зменшити максимальний динамічний крутний момент приблизно на 

20%. Зменшення цього моменту більш ніж на 20% за рахунок зменшення 

жорсткості трансмісії при різкому включенні зчеплення призводить до 

виникнення автоколивань в трансмісії при включенні зчеплення під час 

звичайного режиму рушання. 

С.Т. Павленко і О.І. Поливаєв [97] вказали, що встановлені на трактор 

пружно-деформують елементи знижують крутильні коливання двигуна, 

динамічні навантаження в трансмісії, зменшують буксування муфти зчеплення і 

рушіїв, а також знижують розмахи коливань на валу муфти зчеплення і колесах 

трактора при розгоні і сталому русі, що позитивно позначається на довговічності 

деталей трансмісійної установки і трактора в цілому. 
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У роботах З.А. Годжаєва [94, 98] пропонується використовувати 

принципово нову конструкцію піввісі, що складається з торсіонного валу і 

одягненої на нього труби. Кінематичний зв’язок між валом і трубою здійснений 

через евольвентні шліци на зовнішній поверхні валу і внутрішній поверхні труби 

з обох кінців деталей. 

В шліцьовому з’єднанні торсіону і труби з боку колісного редуктора між 

зубами торсіону і труби є вікна для вільної закрутки торсіону до певного 

(порогового) значення крутного моменту, що визначається жорсткістю торсіону 

і розмірами вікон. Значення цих параметрів обрані з урахуванням міцності 

торсіону і їх впливу на динамічні характеристики системи. 

Найбільшу ефективність від застосування такої піввісі, за результатами 

розрахунків, слід очікувати при перехідних процесах, коли крутний момент 

досягає максимальних значень і відбувається істотне накопичення втомних 

пошкоджень в деталях трансмісії. 

1.5 Аналіз втомної довговічності елементів трансмісійної установки 

трактора 

Протягом багатьох років в сільськогосподарському машинобудуванні при 

проектуванні тракторних систем основна роль відводилася розрахунку статичної 

міцності. Основні роботи Д.А. Чудакова [86], Г.Н. Сінеокова [99], А.Б. Лур’є 

[100], В.Я. Аніловича, О.С. Гринченко [79], і ін. дозволяють на підставі 

статичного розрахунку визначити допустимі статичні навантаження, оцінити 

запас міцності, вибрати кінематичні параметри трансмісійної установки. 

Незважаючи на підвищення точності статистичних розрахунків і 

збільшення запасу міцності, в експлуатації відбуваються відмови деталей 

трансмісії сільськогосподарських тракторів, викликані втомними 

пошкодженнями. Тому в даний час, поряд з розрахунками статичної міцності, 

великого значення набувають статистичні методи дослідження втомної 
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довговічності деталей трансмісійної установки, що дозволяють зберегти або 

підвищити їх ресурс. 

Вивченню широкого кола питань, пов’язаних з втомної міцністю деталей 

машин, присвячені фундаментальні роботи академіка С.З. Серенсена і його 

школи, В.В. Болотіна, Д.Н. Решетова, В.П. Когаєва, Р.В. Кугеля, І.А. Одінга, 

Б.А. Мейснера, З.С. Дмитриченко і багатьох інших дослідників. Велике число 

досліджень втомної міцності виконано за кордоном В. Вейбулом, 

А. Фрейденталем, Є. Гасснером, Дж. Шийва, Т. Нишихарой та іншими [26, 101 –

106]. 

В останнє десятиліття, у зв’язку з підвищеним інтересом до надійності і 

довговічності тракторів, а також з роботами по підвищенню їх енергонасиченості 

і робочих швидкостей, стала приділятися увага дослідженням міцності їх 

структурних елементів. 

Так, великий досвід з досліджень втомної міцності і довговічності несучих 

систем енергонасичених тракторів накопичений в НАТІ, де проведено ряд 

науково-дослідних робіт під керівництвом С.С. Дмитриченко [26, 81]. 

Аналіз робіт в даній області показує, що виконані дослідження втомної 

міцності натурних конструкцій присвячені несучим системам тракторів, 

автомобілів, рам залізничного рухомого складу, робочого обладнання 

екскаваторів. Дослідження ж втомної міцності деталей трансмісійної установки 

сільськогосподарських тракторів практично відсутні. 

Крім того, через різницю підходу до проблеми досліджень втомної 

довговічності, відмінності в методиці проведення експериментів, застосування 

різноманітної апаратури і способів обробки даних, результати різних 

досліджень, як правило, важко порівняти між собою, а іноді вони навіть 

суперечливі. 

Значний методичний інтерес представляє статистичний аналіз 

навантаженості елементів колісних тракторів, застосований в роботах 

Є.Я. Філатова, В. Г. Нейченко, В. М. Старікова, М. Н. Седякіна [107, 108]. 
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В роботі Є.Я. Філатова розроблена методика оцінки експлуатаційної 

довговічності систем трактора на підставі вимірювання навантаженості деталей 

при різних умовах експлуатації машин. Досліджено вплив різних методів 

схематизації процесів навантаження на накопичення втомних пошкоджень. 

В.Г. Нейченко обґрунтував методику обробки записів змінного 

напруження при плоскому напруженому стані (за допомогою знаходження 

кореляційної залежності між показниками одного з тензодатчиків з величиною 

найбільшого головного напруження). 

В дослідженнях В.М. Старікова і М. Н. Седякіна широко представлені 

розробки з уточнення методики статистичної обробки результатів вимірювання 

напруженості систем тракторів, визначена область застосування різних методів 

схематизації процесів навантаження. Оцінені найбільш поширені методи 

схематизації, при яких оцінка довговічності виходить найбільш відповідною 

експериментальним даним. 

Таким чином, даними дослідниками розроблені вимоги до сукупності 

правил, які повністю характеризують методи схематизації, що дозволяє 

виключити таку поширену раніше невизначеність в описі результатів досліджень 

втомної міцності при випадковому навантаженні. 

В роботі [108] показано правомірність ряду спрощень і методичних 

прийомів (розміщення тензодатчиків в найбільш напружених місцях деталей з 

зонами високої концентрації напружень; початок тензометричних дослідів з 

режимів, які характеризуються високою навантаженістю і ін.), що дозволяють 

значно скоротити обсяг робіт при досить повній інформації про навантаженість 

деталей несучих систем тракторів при їх експериментальних дослідженнях в 

реальних умовах експлуатації. 

Для оцінки довговічності конструкції необхідно мати характеристики 

втомної міцності і навантаження. Оскільки в якості характеристик втомної 

міцності використовується межа витривалості, певна при сталому режимі 

навантаження (амплітуда циклу постійна), для порівняння характеристик 

міцності і навантаження експлуатаційний режим приводиться до еквівалентного 
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по ушкоджуючому впливу сталому режиму тим чи іншим методом схематизації. 

Отриманий при розрахунку результат тим точніше, чим повніше враховуються 

фактори реального процесу навантаження. 

В даний час на практиці використовується велика кількість методів 

схематизації процесів, що призводять до різниці оцінок довговічності в десятки 

і сотні разів. 

Методи схематизації випадкового процесу поділяють на одновимірні 

(однопараметричні) і двовимірні (двопараметричні). Одновимірні методи 

схематизації зводяться до знаходження функції розподілу однієї випадкової 

величини – амплітуди змінного напруження а . 

Середнє напруження m  при цьому вважається незмінним в часі і 

детермінованим. Двовимірні методи схематизації зводяться до знаходження 

функції розподілу двох випадкових величин – амплітуди а  і середнього 

напруження циклу m . 

Для знаходження функції розподілу амплітуд а  при тому чи іншому 

методі схематизації процесу застосовують два способи: 

1) безпосередній підрахунок числа амплітуд різних рівнів, що виділяються 

тим чи іншим методом з процесу; 

2) використання математичного апарату теорії випадкових функцій. 

В даний час більш широке застосування отримали методи першої групи, 

оскільки дозволяють отримати результати експериментів в цифровій формі, 

зручній для подальших розрахунків і аналізу [102, 103]. 

Методи другої групи, що засновані на застосуванні в основному теорії 

С. Райса [102], більш складні, при їх використанні виникають математичні 

труднощі. Крім того, в загальному випадку застосування методів теорії 

випадкових функцій призводить до процесу, який менш шкідливий, ніж 

реальний процес, внаслідок чого розрахункові оцінки довговічності конструкцій 

виявляються завищеними [104]. 
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Однак, в останні роки на основі ряду удосконалень і застосування 

комп’ютерної обробки записів інформації для розрахунку статистичних 

характеристик процесів методи теорії випадкових функцій знаходять 

застосування при дослідженнях експлуатаційної навантаженості та втомної 

довговічності деталей машин. 

В роботі П.П. Упірова [81] відзначається, що при розрахунку довговічності 

трансмісії трактора безпосередня схематизація процесів (за максимумами) і 

методи теорії випадкових функцій дають зіставні оцінки характеристик 

випадкових процесів навантаження, що дозволяє (з помилкою в запас міцності) 

застосувати теорію випадкових функцій до оцінки навантаженості та 

довговічності елементів машин на стадії їх проектування, коли відсутній 

дослідний екземпляр. 

В роботі [82] на основі ряду припущень знайдено наближений розподіл 

амплітуд напружень методами теорії випадкових функцій при схематизації 

процесу за методом повних циклів. 

В сучасній дослідницькій практиці застосовуються кілька десятків методів 

схематизації процесів навантаження [82, 83]. Найбільш відомі методи 

схематизації ґрунтуються на використанні екстремумів (методи максимумів, 

екстремумів і ін.), розмахів (методи розмахів, укрупнених розмахів, повних 

циклів і ін.) і числа перетинів заданого рівня. 

Для статистичної обробки результатів вимірювань експлуатаційної 

навантаженості, представлених у вигляді варіаційних рядів тих чи інших 

випадкових величин (миттєвих значень, амплітуд напружень і т.д.), отриманих 

шляхом схематизації осцилограм випадкових процесів одним з перерахованих 

методів, застосовують методи математичної статистики [82]. 

Для вузькосмугових випадкових процесів, у яких кількість перетинів 

нульової лінії приблизно дорівнює числу екстремумів, всі зазначені методи 

схематизації дають практично однаковий результат, внаслідок чого вибір методу 

схематизації визначається лише міркуваннями зручності обробки [82]. Для 
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широкосмугових процесів найбільш виправданим в даний час вважається метод 

повних циклів [80 – 82]. 

Оскільки навантаження в умовах експлуатації носять випадковий 

характер, а характеристики опору втомі є випадковими величинами, то 

трактування умов міцності і довговічності повинно ґрунтуватися на імовірнісних 

уявленнях. 

Особливістю відомих імовірнісних методів розрахунку деталей машин на 

втому при багатоцикловому навантаженні є те, що розрахунок закінчують 

визначенням функції розподілу ресурсу деталі, що виражає зв’язок між ресурсом 

і ймовірністю руйнування [80, 81]. Ця функція є характеристикою надійності і 

довговічності металоконструкцій і необхідна при вирішенні задач по 

визначенню середнього і гарантійного ( -процентного) ресурсу. Дані методи 

широко використовуються в автомобільному, тракторному, 

сільськогосподарському, транспортному машинобудуванні і в інших галузях. 

Найбільш простою методикою визначення довговічності при варійованих 

навантаженнях є, як відомо, гіпотеза лінійного підсумовування пошкоджень, 

заснована на обчисленні суми відносних довговічностей за формулою: 
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i

i  , (1.14) 

де а  – розрахункова сума відносних довговічностей. 

В гіпотезі Пальмгрена передбачалося 1а . В численних роботах 

[17, 79, 80], присвячених вивченню закономірностей накопичення пошкоджень 

при нестаціонарних навантаженнях, було показано, що а  відхиляється від 

одиниці і залежить від параметрів навантажувального спектру, межі 

витривалості металу і нижньої межі пошкоджуючих напружень. 

Однак деякі дослідники [81] відзначають, що для прогнозу середньої 

довговічності елементів конструкції тракторів, навантаженість яких 

характеризується значним числом амплітуд напружень, що перевищують межі 

витривалості, прийнятна методика, яка враховує, що накопичення втомних 
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пошкоджень відбувається лінійно, причому сума відносних довговічностей може 

бути прийнята рівною одиниці. 

Якщо )(f  – щільність розподілу амплітуд; 1N  – середнє число циклів 

навантаження в одиницю часу; D  – середнє пошкодження, що викликається 

одним циклом, то накопичене за час t  пошкодження [79] може бути визначено з 

залежності виду: 
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де )(N  – число циклів до руйнування, яке відповідає напруженню   за кривою 

втоми. 

В практичних розрахунках для визначення середнього часу роботи до 

втомного руйнування використовується формула Майнера-Решетова [79, 80]: 
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де 1  – межа втоми матеріалу деталі; 

 0N  – базове число циклів; 

 m  – показник ступеня кривої втоми; 

 max  – максимальне значення експлуатаційних напружень; 

   – коефіцієнт, що враховує нижню межу пошкоджуючих напружень 

(зазвичай   = 0,5… 0,6 [79, 80]). 

Застосування цієї формули або аналогічних їй для розрахунку валів і вісей 

розглядається в роботах С.В. Серенсена, В.П. Когаєва, О.Ф. Трофимова та ін. 

[101, 102], в будівельній механіці в роботах В.В. Болотіна, В.В. Єкимова [109], 

для розрахунку рам і несучих систем тракторів, автомобілів, самохідних шасі і 

інших машин – в роботах С.С. Дмитриченко та ін. [108]. 



77 

 

Дж. Майслом і В.В. Болотіним [109] запропоновано вираз граничної 

довговічності з використанням методів теорії випадкових функцій для 

вузькосмугових процесів: 
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де D  – дисперсія процесів навантаження; 

 cT  – середній («ефективний») період процесу; 

 )2,(1 2
0  mFp  , а )2,( 2

0 mF   – функція розподілу Пірсона. 

Знаменник виразу отриманий поданням інтеграла формули Майнера-

Решетова у вигляді гамма-функції і 
2 -розподілу в припущенні, що щільність 

ймовірності розподілу амплітуд процесу навантаження описується нормальним 

законом, середнє значення циклу навантаження дорівнює нулю, нижня межа 

інтегрування, тобто мінімальне значення амплітуди ушкодження в одиницях 

основного відхилення, дорівнює 0 , а верхня межа інтегрування – 

нескінченність, причому: 
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Для обчислення довговічності за наведеною формулою необхідно мати 

кількісну характеристикою процесу – середнєквадратичне відхиленням 

розподілу миттєвих ординат випадкового процесу х , яке дорівнює кореню 

квадратному з дисперсії процесів (або значенням кореляційної функції в точці 

0r ): 

 )0()0( xxx RrR  . (1.19) 

Враховуючи вищевикладене, можна казати, що для проведення оцінки 

рівня довговічності елементів трансмісії трактора та її складальних одиниць, які 

втрачають працездатність в результаті втомних руйнувань, або розрахунків та 

прогнозування витривалості на етапі проектування, необхідно мати узагальнену 

методику, яка не тільки дозволяє переходити від розрахунку циклічного 
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навантаження до статистичної оцінки ресурсу, але і враховує динаміку 

формування дотичної сили тяги на колесі для визначення напруженості. 

Розвиток прикладних комп’ютерних програм дозволяє, останнім часом, 

значно спростити розрахунки на втому, застосовуючи для обчислень метод 

скінченних елементів (МСЕ). 

В МСЕ реалізується ідея дослідження поведінки тіла на основі поведінки 

окремих його частин – скінченних елементів. З цим пов’язані наочність і 

фізичність методу, простота врахування неоднорідності матеріалу, граничних 

умов і змінності геометричної форми тіла, що зумовило широке поширення 

методу. 

До теперішнього часу вийшло досить велике число монографій провідних 

зарубіжних вчених: О.С. Зенкевича, Р. Галлагера, І. Аргіріса, К. Бате і Е. Вілсона, 

М. Васідзе, Д. Мітчела і К. Уейта, Дж. Одена, Д. Норрі і Ж. де Фріза, 

Ж. Сабоннад’єра і Ж. Кулона, Л. Сегерлінда, Г. Стренга і Дж. Фікса, Ф. С’ярле 

та ін [110]. 

В даний час, кажучи про МСЕ в механіці, як правило, мають на увазі 

класичний варіант МСЕ – метод переміщень. Більшість публікацій присвячено 

саме йому. Однак метод переміщень володіє декількома недоліками: невисокою 

точністю визначення напружень, складністю розрахунку тривимірних тіл. 

Досягнутий в даний час прогрес в розробці некласичних варіаційних 

постановок крайових задач механіки [110] стимулював появу варіантів МСЕ, які 

називаються методами гібридних скінченних елементів. Ці методи дозволяють 

підвищити точність обчислення напружень та мають значні переваги в 

порівнянні з методом переміщень для задач розрахунку пластин і оболонок. 

Існуючі скінченноелементні програмні комплекси дозволяють 

використовувати два варіанти МСЕ. Один з них – структурний метод скінченних 

елементів заснований на поєднанні ідей методу скінченних елементів і 

структурного методу (методу R -функцій Рвачева) [110]. Він дозволяє точно 

задовольнити граничним умовам крайової задачі незалежно від числа і форми 
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скінченних елементів і отримати більш економічні розрахункові схеми для задач 

з швидкоплинними граничними умовами. 

В іншому методі – методі рівноважних граничних елементів [110] – 

реалізується інший принцип – точно задовольняються диференціальні рівняння 

рівноваги і наближено – граничні умови. На відміну від відомого методу 

граничних елементів [110] він може бути побудований на основі класичних 

варіаційних принципів механіки і призводить до симетричних систем лінійних 

рівнянь. 

Метод рівноважних граничних елементів, з одного боку, можна вважати 

окремим випадком МСЕ з вибором базисних функцій, які точно задовольняють 

диференціальним рівнянням рівноваги, а з іншого – методу граничних елементів 

з вибором фундаментальних рішень з класу рівноважних поліномів. 
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ВИСНОВКИ ПО РОЗДІЛУ 1 

1. Розвиток сільськогосподарського виробництва та підвищення його 

ефективності тісно пов’язані з постійним удосконаленням системи 

транспортного обслуговування аграрного сектору, яка об’єднує технології 

виконання перевезень, технічні засоби, організацію транспортних та 

транспортно-технологічних процесів та являє собою важливу складову частину 

системи ведення сільського господарства. Інтенсифікація виробництва продукції 

рослинництва призвела до формування великомасових транспортно-

технологічних агрегатів на базі колісних енергонасичених тракторів, в результаті 

чого річна зайнятість останніх збільшилась майже в половину. 

На основі аналізу наукових робіт та публікацій визначена та обґрунтована 

проблема оцінки навантаженості елементів трансмісії трактора у складі 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси. 

2. Проблема функціонування трактора в умовах змінного гакового 

навантаження в результаті зміни маси транспортно-технологічного агрегату при 

виконанні технологічного процесу, не вирішена. Зміна маси під час виконання 

технологічного процесу не досліджена, а для транспортно-технологічного 

агрегату не обґрунтовані раціональні динамічні показники. 

3. Для оцінки енергоефективності транспортно-технологічних агрегатів 

запропоновані різноманітні критерії, які базуються на величинах, що 

визначаються при постійних масових характеристиках агрегату. Відсутні 

дослідження по впливу зміни маси агрегату на енергетичні показники та 

ефективність останнього. Для транспортно-технологічних агрегатів змінної маси 

виробництва продукції рослинництва не вирішена проблема їх 

енергозбереження. 

4. Проблема динаміки транспортно-технологічних агрегатів вирішена за 

допомогою методів класичної механіки при умові постійності просторового 

розташування центру мас агрегату, що суттєво впливає на точність визначення 

його кінематичних та енергетичних показників. Необхідно відзначити 
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відсутність досліджень по переміщенню центру мас транспортно-технологічного 

агрегату під час виконання технологічного процесу. 

5. Проблема забезпечення працездатності елементів транспортно-

технологічних агрегатів змінної маси при виконанні технологічного процесу не 

вирішена. Існуючи методи розрахунку динамічної навантаженості трансмісійної 

установки не враховують зміну за величиною та напрямком моменту опору 

перекочування колеса в результаті нестаціонарності гакового навантаження, а, 

отже, і дотичної сили тяги ведучого колеса. 

6. Напрямок дослідження визначено необхідністю розробки концепції 

системного підходу підвищення безвідмовності основних елементів 

транспортно-технологічних агрегатів змінної маси, енергозбереження 

останнього та визначення його динамічних показників з розробкою 

універсального методу та засобів, які забезпечують раціональні режими 

навантаженості елементів трансмісії трактора. 
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РОЗДІЛ 2 

ФУНКЦІОНУВАННЯ ЗАСОБІВ ТРАНСПОРТУ В УМОВАХ ЗМІНИ 

ПОЛОЖЕННЯ ЦЕНТРУ МАС 

Сформульовано визначення тіла змінної маси, на основі якого 

обґрунтовані динамічні показники трактора при виконанні транспортних робіт у 

складі агрегату змінної маси; запропоновані принципи вивчення динаміки 

транспортних агрегатів зі змінним положенням центру мас. Наукова новизна 

дослідження відображена в нових залежностях переміщення центру мас агрегату 

в процесі виконання транспортно-технологічної операції. 

2.1 Динаміка змінної системи матеріальних точок 

Розглянемо динаміку точки змінної маси, під якою будемо розуміти змінну 

систему п  матеріальних точок постійної маси, зосереджену під час руху в деякій 

області, розмірами якої можна знехтувати. Нехай в деякий момент часу t  всі i  

точок системи, маси яких im , рухаються з певною швидкістю 
)(t

iv  (рис. 2.1). 

 

Рисунок 2.1 – До визначення динаміки точки змінної маси 
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Тоді, вектор кількості руху даних точок визначиться із залежності виду: 

 


i

t
ii

t
T vmQ )()( . (2.1) 

Нехай в цей же момент часу j  матеріальних точок мають масу jm , 

швидкість )(t
jv  і готові приєднатися до системи, або від’єднатися від неї. Вектор 

кількості руху даних точок можна визначити, як: 

 


j

t
jj

t vmQ )()( . (2.2) 

Тоді, головний вектор кількості руху системи даних точок в момент  

часу t : 

 
  

j

t
jj

i

t
ii

tt
T

t vmvmQQQ )()()()()( . (2.3) 

Нехай тепер в деякий момент часу tt   швидкість відповідних 

матеріальних точок буде дорівнювати 
)( tt

iv 
 і )( tt

jv   відповідно. 

Тоді, в момент часу tt  , головний вектор кількості руху системи буде 

дорівнювати: 

 





 
j

tt
jj

i

tt
ii

tttt
T

tt vmvmQQQ )()()()()( , (2.4) 

а його зміна: 
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(2.5) 

З огляду на той факт, що, в найзагальнішому випадку, причіпна (або 

напівначіпна) машина здійснює складний рух, розглянемо динаміку точок 

системи ввівши дві системи координат: стаціонарну Oxyz  і рухливу zyxO   (див. 

рис. 2.1), центр якої розташований в деякій точці lim   даної системи ( nli  ) і 

переміщується з нею з деякою переносною швидкістю 
e
iv . 



84 

 

Відносний рух точки im  відносно рухомої системи координат визначиться 

відносною швидкістю 
r
iv . Тоді кінематика точки im  на інтервалі t  запишеться 

рівнянням виду: 

 

c
i

r
i

e
i

i aaa
t

v





, (2.6) 

де  
e
ia  – вектор змінного прискорення – вектор прискорення системи 

матеріальних точок im ; 

 
r
ia  – вектор відносного прискорення точки im  відносно рухомої системи 

координат; 

 
c
ia  – вектор коріолісова прискорення. 

Тоді: 

 taaav c
i

r
i

e
ii  )( ,  (2.7) 

та 

 
 

j

jj

i

c
i

r
i

e
ii vmtaaamQ )( . (2.8) 

Використовуючи теорему про зміну головного вектору кількості руху, 

отримаємо: 

 
 










j

j

j

i

c
i

r
i

e
ii v

t

m
aaamF

t

Q
)( . (2.9) 

де  F  – головний вектор зовнішніх сил, що діють на систему матеріальних точок. 

За визначенням: 

 dt

vd
a e

i  , (2.10) 

 )(2 r
i

c
i va   .  (2.11) 

Тому, враховуючи, що   mmi , отримаємо: 

 
 






j

j
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dt

vd
mF )(2  . (2.12) 
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Величину 

 
 

i

r
iv2

 

(2.13) 

визначимо, як силу Коріоліса, значення якої залежить від величини відповідного 

прискорення. 

Величина (з урахуванням переходу до нескінченно малих) 

 
j

j

j
v

dt

dm
 

 

(2.14) 

визначає рух додаткової маси – сила імпульсу. 

Величина 

 

r
i

i

iam

 

(2.15) 

визначає відносне переміщення матеріальних точок всередині системи – сила 

відносного переміщення. 

Таким чином, рівняння (2.12) набуде вигляду: 

 


dt

vd
mF , (2.16) 

або 

 
 F

dt

vd
m . (2.17) 

Отримана залежність описує динаміку матеріальної точки змінної маси. 

Розглянемо, як змінюються величини, що входять в дану залежність. 

Якщо прийняти, що система координат zyxO   пов’язана безпосередньо з 

матеріальною точкою змінної маси, то сила Коріоліса 0  при обертальному 

русі системи (наприклад, поворот агрегату). При прямолінійному русі 0 . 

Величина сили імпульсу   визначається потоком маси, яка приєднується 

або від’єднується від матеріальної точки і, в найзагальнішому випадку, являє 

собою секундну витрату кількості руху додаткової маси, яка визначається через 

звичайну витрату або подачу речовини. 
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Величина сили відносного переміщення   визначається переміщенням 

матеріальних точок всередині системи за допомогою додаткових механізмів, або 

гравітаційним методом (наприклад, переміщення транспортером речовини до 

задньої стінки розкидачі добрив). 

2.2 Динаміка системи точок змінних мас 

Отримаємо рівняння руху центру мас системи матеріальних точок змінних 

мас. Для цього визначимо закон зміни головного вектору кількості руху системи. 

Для більшої універсальності розглянемо систему з р  точок змінних мас, таких, 

що їх рух описується рівнянням (2.17). Тоді, для деякої k -ї точки змінної маси 

матимемо: 

 
kkk

i
k

е
k

k
k FF

dt

vd
m  ,  (2.18) 

де  
е

kF  – рівнодіюча всіх зовнішніх сил, що діють на точку;  

 
i

kF  – рівнодіюча всіх внутрішніх сил, що діють на точку системи. 

Внесемо масу km  під знак диференціалу. Тоді, враховуючи, що kkk Qvm   

– вектор кількості руху k -ї точки, отримаємо: 

 
kkk

i
k

е
kk FFQ

t





.  (2.19) 

В даній залежності використовується частковий диференціал, оскільки її 

ліва частина (кількість руху kQ ) є функцією не тільки часу, а й маси. Тому, в 

останніх міркуваннях використовуємо часткову похідну за умови constmk  . 

Матеріальну точку, для якої використовується така часткова похідна за 

умови constmk   в момент часу t , будемо називати точкою квазістатичної маси. 

Підсумовуючи за k  рівняння (2.19) і з огляду на зрівноважування 

внутрішніх сил системи, отримаємо (
е

kFF  ): 

 





FQ

t
, (2.20) 
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або: 

 
tFQ  )( . (2.21) 

Тобто, можна сформувати наступне твердження. 

Твердження 1: Елементарна зміна головного вектору кількості руху 

системи матеріальних точок квазістатичної маси дорівнює геометричній сумі 

імпульсів головних векторів сил, що діють на точку. 

Отримаємо рівняння руху центру мас системи матеріальних точок змінних 

мас. За визначенням, радіус-вектор центру мас системи (рис. 2.2) визначиться із 

залежності виду: 

 


i

iic rmrm ,  (2.22) 

де загальна маса системи: 

 


i
imm . (2.23) 

 

Рисунок 2.2 – До визначення рівняння руху центру мас системи матеріальних 

точок змінної маси 

Після диференціювання залежності (2.22) отримаємо: 
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88 

 

Після другого диференціювання отримаємо: 

 










FQ

tt

r
m c

2

2

. (2.25) 

Дане рівняння є векторним записом рівняння руху центру мас системи, що 

складається з матеріальних точок змінної маси. 

Визначимо фізичний зміст другої похідної, що входить в рівняння (2.25). З 

рівняння (2.22) радіус-вектор центра мас системи дорівнює: 
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Візьмемо похідну з урахуванням того, що )(,, tfrmm ii  : 
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Оскільки ci vr  , то, приймаючи квазістатичність маси ( 
i

i mm ), отримаємо: 
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і тоді: 
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. (2.29) 

Остаточно: 

 

)(
1

c

i

ii
c

c rrm
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  .  (2.30) 

Величина 
t

rc




 являє собою швидкість руху центру мас системи 

матеріальних точок квазістатичної маси. 

Візьмемо диференціал рівняння (2.30) з урахуванням рівняння (2.28): 
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(2.31) 
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Після перетворення, отримаємо: 

 

)(
2

)(
1

2

2

c

i

iic

i

ii
c

c vvm
m

rrm
mt

r
a  




  . (2.32) 

З отриманої залежності можна сформувати твердження. 

Твердження 2: Другий частковий диференціал від радіус-вектору центру 

мас системи, на відміну від загальних законів механіки, являє собою 

прискорення центру мас не системи, що розглядається, а її аналога з 

квазістатичною масою. 

З огляду на можливість обертального руху, отримаємо закон зміни 

моменту імпульсу системи матеріальних точок змінних мас. Для цього обидві 

частини рівняння (2.18) векторно помножимо на радіус-вектор відповідної 

матеріальної точки kr  відносно початку нерухомої системи координат. 

отримаємо: 

 
kkkk

i
k

е
kk

k
k rFFr

dt

vd
m 








 )( . (2.33) 

Просумуємо дане рівняння для всіх точок системи, враховуючи 

взаємозрівноважуваність внутрішніх сил: 

 

 







 ММММr

dt

vd
m

k

k
k

k , (2.34) 

де  
k

k
е

k rFМ  – головний момент зовнішніх сил, що діють на систему; 

   

k

kk rМ ,  

k

kk rМ ,  

k

kk rМ  – відповідно, головні 

моменти сил відносного переміщення точок системи, сил Коріоліса і сил 

імпульсу. 

Внесемо масу kт  і радіус-вектор kr  матеріальної точки під знак похідної, 

замінюючи диференціал на частковий (з урахуванням квазістатичності маси 

точки). Тоді: 



90 

 

 

 



 ММММrvт

t k

kkk . (2.35) 

Оскільки Lrvт
k

kkk   – момент імпульсу системи матеріальних точок 

змінних мас, обчислений відносно нерухомої точки системи, то можна записати: 

 

 



ММММ

t

L
.  (2.36) 

Твердження 3: Похідна за часом від моменту імпульсу системи 

матеріальних точок квазістатичних мас дорівнює геометричній сумі головних 

моментів всіх сил, прикладених до системи, відносно нерухомої точки. 

2.3 Рівняння руху центру мас тіла змінної маси 

Розглянемо рух причепа як тіла змінної маси (рис. 2.3). 

 

Рисунок 2.3 – До визначення рівняння руху центру мас причепу як тіла змінної 

маси 

Нехай причеп має можливість повертатися на деякий кут у всіх трьох 

площинах відносно деякого полюса – точка P . 

Розташуємо в даній точці рухливу систему координат zyxO  . Тоді, для 

даної системи координат, момент імпульсу визначиться із залежності виду: 
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  JL , (2.37) 

де    – вектор кутової швидкості обертання причепа відносно полюса;  

 J  – тензор інерції причепа: 

 zzyzx

zyyyx

zxyxx

JJJ

JJJ

JJJ

J













 . (2.38) 

Проекції вектору моменту імпульсу на відповідні вісі визначаються як: 

 zzyzyxzxz

zzyyyxxyxy

zzxyyxxxx

JJJL

JJJL

JJJL



















,  (2.39) 

де x , y  і z  – проекції вектору кутової швидкості повороту причепу на 

відповідні вісі. 

Необхідно звернути увагу, що, на відміну від тіла постійної маси, осьові і 

відцентрові моменти інерції, що входять в тензор інерції будуть змінними 

величинами. 

З огляду на залежність (2.36), отримаємо: 

 

 



ММММJ

t
)(  . (2.40) 

Оскільки 

 
 JJ

t
J

t










)()( , (2.41) 

а 

 t
JJ

t 






 
 )( , (2.42) 

де знак диференціалу зі штрихом – часткова похідна в системі zyxР  , то: 

 

 



ММММJ

t
J 


. (2.43) 

Проектуючи дане рівняння на вісі рухомої системи координат, отримаємо: 
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, (2.44) 

де xL  , yL  , zL   визначаються залежностями (2.39). Тоді, після перетворення, 

остаточно отримаємо: 
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(2.45) 

Дані залежності описують обертання причепа змінної маси навколо точки 

Р  як полюса на деякі кути повороту. 

Розглянемо рух центру мас причепа (точка С ), при зміні маси останнього, 

відносно полюса Р . Тоді, за формулою Ейлера, отримаємо: 

 
)( pcp

e
c rrvv   ,  (2.46) 

де  
e
cv  – відносна швидкість руху центру мас причепа;  

 pv  – швидкість руху полюса Р  – швидкість руху причепа; 

 cr  і pr  – радіус-вектори центру мас і полюса відносно нерухомої системи 

координат Oxyz  (див. рис. 2.3). 

Візьмемо часткову похідну від обох частин рівняння (2.46): 

 
)()( p

e
cpcp

e
c vvrrаа   , (2.47) 

де  
e
c

e
c vа   – відносне прискорення руху центру мас причепа. 

Враховуючи залежність (2.46), отримаємо: 

 
)]([)( pcpcp

e
c rrrrаа   . (2.48) 

Використовуємо формулу Лагранжа для подвійного векторного добутку: 
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2)()]([)(   pcpcpcp

e
c rrrrrrаа . (2.49) 

Підставимо отримане рівняння в (2.25). Після перетворення, отримаємо: 

 

2)()]([)(
1

)(   pcpcpcp rrrrF
т

rrа .  (2.50) 

Нехай i , j  та k  – орти нерухомої системи координат Oxyz . Тоді 

),,( zух  , );;( ссс zухС  та );;( ррр zухР . 

За визначенням векторного добутку: 
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(2.51) 

Спроектуємо векторне рівняння (2.50) на вісі нерухомої системи 

координат: 
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. (2.52) 

Вирішуючи спільно систему отриманих рівнянь і (2.45) можна визначити 

траєкторію руху центру мас причепа в процесі зміни маси і переміщення 

останнього. 

2.4 Загальне рівняння руху тіла змінної маси 

Перепишемо рівняння руху точки змінної маси – рівняння (2.17) – в 

наступному вигляді: 

 dtdtdtdtFvmd  . (2.53) 
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Домножим отримане рівняння скалярно на вектор швидкості v . 

Отримаємо: 

 rdrdrdrdFvvmd  .  (2.54) 

За аналогією з визначенням, введеним в класичній механіці, кінетична 

енергія точки змінної маси (точніше кажучи, точки квазістатичної маси) 

визначиться із залежності виду: 

 2

2mv
T  . (2.55) 

Тоді рівняння (2.54) набуде вигляду: 

 rdrdrdrdFT  . (2.56) 

Необхідно звернути увагу, що в отриманому рівнянні скалярні добутки, які 

стоять праворуч, являють собою елементарні роботи відповідних сил: FdA  – 

робота зовнішніх сил, що діють на систему; dA  – робота сили відносного 

переміщення матеріальних точок системи; dA  – робота сили Коріоліса; dA  – 

робота сили імпульсу. Тоді, отримаємо: 

 
  dAdAdAdAT F . (2.57) 

Тоді, для системи точок змінних мас матимемо: 

 

k

kkvm
T

2

2

; (2.58) 

 


 
k

k

k

k

k

k

k

F
k dAdAdAdAT . (2.59) 

Таким чином, можна сформулювати теорему. 

Твердження 4: Для тіла змінної маси зміна кінетичної енергії (для умови 

квазістатичності мас матеріальних точок, що складають тіло) дорівнює сумі 

елементарних робіт всіх сил, що діють на тіло. 

Нехай на розглянуту систему точок змінних мас накладені ідеальні в’язі. 

Тоді, використовуючи варіаційний принцип можливих переміщень, запишемо 

умову рівноваги механічної системи через елементарні роботи всіх сил. З 

рівняння (2.17) отримаємо: 



95 

 

 

0)(  k

k

kkkk
k

k rF
dt

vd
m  ,  (2.60) 

де  kr  – варіація переміщення системи. 

Введемо в розгляд лагранжеві узагальнені координати і будемо вважати, 

що маси матеріальних точок системи є функціями не тільки часу, а й 

узагальнених координат і швидкостей – ),,( iik qqtfm  . Тоді, рівняння (2.60) 

можна переписати у вигляді: 
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dt
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, (2.61) 

де  iQ  – узагальнені активні сили системи: 

 







k i

k
ki

q

r
FQ , ( si ,1 ), (2.62) 

а i  – узагальнені додаткові сили системи: 

 







k i

k
kkki

q

r
)( , ( si ,1 ). (2.63) 

Необхідно звернути увагу, що в рівнянні (2.61) повний диференціал від 

iq

T




 визначається за умови квазістатичності мас точок системи. 

Також, з отриманих залежностей, можна говорити про можливість 

застосування основних теорем динаміки до вивчення руху тіла змінної маси у 

вигляді алгоритму, за яким спочатку складаються рівняння руху з урахуванням 

квазістатичності маси тіла, а потім в отримані рівняння додаються сили, що 

відповідають зміні маси системи. 

2.5.1 Динаміка центру ваги транспортно-технологічної машини в 

вертикальній площині при зміні її маси 

Розглянемо плоско-паралельний рух транспортно-технологічної машини 

(під час виконання технологічного процесу внесення добрив) з круглим 
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поперечним перерізом. Введемо систему координат Оху , яка пов’язана з 

опорною поверхнею (рис. 2.4), і yxP  , що рухається разом з машиною. Центр 

системи yxP   розташований в центрі обертання колеса – полюсі повороту 

машини у вертикальній площині. Нехай o  – деякий початковий напір рідини, 

розташованої в машині. 

 

Рисунок 2.4 – Динаміка транспортно-технологічної машини в вертикальній 

площині 

Визначимо зв’язок між координатами в глобальній Оху  і рухомий yxP   

системах координат. Для центру ваги (точка С ) будемо мати: 
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. (2.64) 

З рівнянь (2.52) для вертикальної площини отримаємо рівняння руху 

центру ваги машини в глобальних координатах: 
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. (2.65) 
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З огляду на те, що kp ry   – радіус колеса; трp Sx   – шлях, пройдений 

трактором; х
трp ax   і y

трp ay   – проекції вектору прискорення трактора на вісі х  

і у  відповідно, використовуючи рівняння (2.64), отримаємо: 
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. (2.66) 

Отримана система рівнянь описує рух центра ваги транспортно-

технологічної машини в вертикальній площині при виконанні технологічного 

процесу. Тоді, після перетворення, миттєві значення координат центру ваги в 

рухомій системі координат, дорівнюють: 

 )cossincossinsin(cos

)cossin()sincos(

)cossincossinsin(cos
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222224242

22

222224242

22



























m
y

m
x

xy

C

yx

C

, (2.67) 

де xxxx
х
трх Fтa   і yyyy

y
трy Fтa   – проекції 

головного вектору сил (з урахуванням принципу Д’аламбера) на відповідні вісі 

координат. Враховуючи той факт, що 0 , матимемо 

 yy
y
трy

xx
х
трх

Fтa

Fтa




. (2.68) 

Визначимо кінематичні характеристики, що входять до рівняння (2.67). 

Для цього розглянемо два положення машини в просторі: при 0t  ( 0 , 0 , 

0 ) і в певний момент часу t . Тоді, використовуючи теорему про зміну 

кінетичної енергії системи, можемо записати: 

 

k

e
ko А , (2.69) 

де   і о  – кінетична енергія машини в даний момент часу і при 0t ;  

 e
kА  – робота зовнішній сил, що діють на машину.  

Враховуючи, що 0)0( x , отримаємо: 
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k

e
kА , (2.70) 

де  , з урахуванням плоско-паралельного руху машини у вертикальній площині, 

буде дорівнювати: 

 

22

2

1

2

1
  xyJvm . (2.71) 

Беручи до уваги умову стабілізації швидкості виконання транспортно-

технологічної операції ( minV ), будемо припускати, що основна зміна 

кінетичної енергії системи пов’язана зі зміною маси m  останньої, і, отже, зі 

зміною її моменту інерції 
xyJ . 

У загальному випадку на систему діє три зовнішні сили: вага машини 

qmG  , що є функцією змінної маси m ; сила опору перекочування коліс 

машини як qfmPmfP ff
  )(  і сила імпульсу потоку маси, що 

відокремлюється – mQm  , де m  – швидкість відокремлення маси; mQ  – 

масова витрата. 

Оскільки для круглого отвору 

 
 qSQ отвm 2 , (2.72) 

де    – коефіцієнт витрати (для малого отвору  2,0d , 65,0 ); 

 отвS  – площа поперечного перерізу отвору; 

 )(mf  – миттєвий напір рідини в машині, то можемо записати: 

 
  qSm отв 2 . (2.73) 

Визначимо роботи, що здійснюються даними силами на деякому 

переміщенні: 

– шкідлива робота сили опору перекочування: 

 трpff qfSmSPАp  ; (2.74) 

– шкідлива робота ваги машини при повороті: 

 
 ccyG lGlGА

y
cos . (2.75) 
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З огляду на малість кута  , отримаємо: 

 ccyG qlmlGА
y

 , (2.76) 

– корисна робота ваги машини при повороті: 

 
  cG hGА

x
sin . (2.77) 

З огляду на малість кута  , отримаємо 0
xGА . 

– корисна робота імпульсу потоку: 

 тротв SqSmА 
  2 .  (2.78) 

Тоді, остаточно будемо мати: 

 
тротвcтрxyтр SqSmqlmqfSmJvm   2

2

1

2

1 22   . (2.79) 

Вирішимо отриманий вираз відносно  : 

 


 


xy

тртротвcтр
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vmSqSmqlmqfSm 22222 



 .  (2.80) 

Отриманий вираз – рівняння повороту транспортно-технологічної машини 

відносно полюса Р  під дією прикладеної системи сил. Інтегруючи, або 

диференціюючи за часом залежності (2.80) можна визначити величини кутів 

повороту   і кутових прискорень повороту  , як функції від часу, що входять в 

рівняння (2.67). 

Визначимо змінні масу )(tfm  , миттєвий напір )(tf  і 

відцентровий момент інерції )(tfJ xy 
 , що входять в залежність (2.80). 

Приймаючи, що у вертикальній площині транспортно-технологічна 

машина має перетин у вигляді прямокутника зі сторонами   і l , отримаємо 

(для точки Р  як полюса обертання): 

 4

22 


l
Jxy . (2.81) 
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Для визначення величини змінного напору приймаємо, що витікання 

рідини відбувається в атмосферу. Тоді, час зниження напору на величину dy  

дорівнюватиме: 

 
yqS

Sdy
dt

отв 2
 ,  (2.82) 

де   lzS 2  – площа вільної поверхні рідини (див. рис. 2.4.). 

Встановимо залежність величини z  від напору  . 

Оскільки поперечний переріз машини являє собою коло, то його рівняння 

відносно точки О  набуде вигляду: 

 
222 )( rryz  , (2.83) 

звідки: 

 
22 yryz  . (2.84) 

Відповідно: 

 
222 yrylS  . (2.85) 

Підставивши отримане значення в (2.82) і переходячи від нескінченно 

малих до напору, отримаємо: 

 
yqS

dyyryl
dt

отв 2

22 2




 ; (2.86) 

 





qS

rl
t

отв 2

22 2


. (2.87) 

Тоді, за час t , зниження напору дорівнює: 

 
222

2






rl

tqSотв
. (2.88) 

Приймаючи крок розрахунку 1t сек і враховуючи, що миттєве значення 

напору to  , отримаємо: 

 
222

2

oo

oотв
o

rl

tqS




 

. (2.89) 
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Залежність маси від часу можна визначити з урахуванням кута дуги 

сегмента рідини, обмеженого вільною поверхнею: 

 r

r



 arccos2 , (2.90) 

і площі, що змочена рідиною: 

 
)sin(

2

1 22    rrSсм . (2.91) 

Тоді: 

 MlSm см    , (2.92) 

де   – густина рідини;  

 М  – маса машини. 

2.5.2 Динаміка центу ваги транспортно-технічної машини в горизонтальній 

площині при зміні її маси 

Розглянемо плоско-паралельний рух машини в горизонтальній площині 

(рис. 2.5). Введемо стаціонарну систему координат Оху  і рухливу yxP  , центр 

якої розташовується на перетині поздовжньої вісі симетрії машини і вісі коліс 

останньої. Приймаємо, що точка Р  є полюсом повороту машини, в процесі руху, 

на деякий кут  . 

При такому розташуванні систем координат зв'язок між ними буде 

описуватися залежностями (2.64). Тоді, з (2.52), рівняння руху центру мас в 

горизонтальній площині набудуть вигляду: 

 

. (2.93) 

Використовуючи залежності (2.64) і враховуючи, що , , 

, отримаємо рівняння руху центру мас машини в горизонтальній 

площині: 
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Рисунок 2.5 – Динаміка транспортно-технологічної машини в горизонтальній 

площині при зміні її маси 

 

. (2.94) 

Скористаємося теоремою про зміну кінетичної енергії системи – рівняння 

(2.69). Кінетична енергія системи (за умови, що 0o ) являє собою суму 

кінетичних енергій поступального і обертального, навколо полюса Р , рухів: 

 22

22 Jvm
оп 



, (2.95) 

де J  – момент інерції машини навколо полюса Р , величина якого постійна в 

часі. 

Сума робіт зовнішніх сил, що діють на машину: 

 
БfЛfП ppp

k

e
k ААААА   , (2.96) 

де А  – корисна робота сили імпульсу відокремлюваної маси (визначається з 

залежності (2.78)); 

 
fПpА  – корисна робота сили опору перекочування колеса правого борту 

машини при повороті останньої на кут  : 

)cossincossin(

)cossin()sincos(

)cossincossin(

)cossin()sincos(

22222424

22

22222424

22
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 22

ВqfmВ
PА П

fp ПfП






 , (2.97) 

де В  – колія машини; 

 
fЛpА  – шкідлива робота сили опору перекочування колеса лівого борту 

машини при повороті останньої на кут  : 

 22

ВgfmВ
PА Л

fp ЛfЛ






 . (2.98) 

Приймаючи, що коефіцієнти зчеплення для лівого Л  і правого П  бортів 

рівні, отримаємо: 

 
0 fЛfПf ppp ААА . (2.99) 

Оскільки лінія дії сили бічного відведення шин проходить через полюс 

обертання, то: 

 
0

Бр . (2.100) 

Тоді, остаточно, будемо мати: 

 
тротв SgSm

Jvm
 



2
22

22







, (2.101) 

або, розв’язуючи відносно кутової швидкості повороту: 

 J

vmSgSm тротв
222  







 . (2.102) 

Розв’язуючи спільно з (2.94) отримані рівняння, визначаємо зміну 

координат центра ваги напівначіпної транспортно-технологічної машини в 

горизонтальній площині при виконанні технічного процесу. 

2.6 Формування дотичної сили тяги рушіїв трактора при зміні маси 

агрегату 

Розглянемо систему сил, що діють на транспортно-технологічну машину в 

вертикальній площині (рис. 2.6). Тоді, в найбільш загальному випадку на машину 

будуть діяти вага gmG   ; сила опору перекочування коліс машини 
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gfmfGPf
  ; сила імпульсу  , величина якої визначається за залежністю 

(2.73) і реакції взаємодії машини з трактором – гакове навантаження 
х

кгаP   і 
у
кгаP   

за відповідними вісями координат. Складемо рівняння рівноваги машини у 

вертикальній площині відносно центру обертання – точки Р : 

 0)cossin(cos

)cossin()sincos(













hhl

hlPhlPrPxG

гакгак

гакгакfгакгак
y
кгаkfc




. (2.103) 

 

Рисунок 2.6 – Схема сил, що діють на транспортно-технологічну машину в 

вертикальній площині 

Враховуючи, що 

 
cos 

 f
х

кга PP , (2.104) 

остаточно отримаємо: 

 



sincos

cos2sin
2

)cossin( 2

гакгак

гак
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kкргакfc
у
кга

hl

hh
l

rhlPxG
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 . (2.105) 
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З огляду на залежності, що отримані раніше, матимемо: 
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х
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, (2.106) 

де 
rl

tgS

oo

oотв
o






22

2

2


 . 

Використовуючи отримані залежності можна визначити зміну в часі 

гакового навантаження трактора за двома вісями – 
х

гакP  і 
у

гакP  в залежності від 

зміни маси напівначіпної транспортно-технологічної машини, взявши до уваги, 

що для системи «трактор-машина» гакове навантаження є внутрішньою силою, 

і, відповідно: 

 
х

кга
х

гак PP   та 
у
кга

у
гак PP  . (2.107) 

Складемо тяговий баланс трактора при сталому режимі руху [111 – 121]. 

Нехай трактор рухається по похилій ділянці шляху, кут якої з горизонтом 

дорівнює   (рис.2.7). 

У найбільш загальному випадку тяговий баланс трактора, при 

проектуванні всіх сил на поверхню руху, буде дорівнювати: 

 інfпfзповт
x

гакк РPPPGPP  sin , (2.108) 

де  кP  – дотична сила тяги, що розвивається ведучими колесами трактора; 

 тG  – вага трактора – gтG тт  ; 

 повP  – сила опору повітря, яка складається з лобового опору потоку повітря, 

що стискається рухомим агрегатом, опору, створюваного завихренням повітря 
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навколо рухомого агрегату, і опору граничного тертя повітря об поверхню 

агрегату [121]. 

Рівнодіюча повP  є функцією швидкості руху агрегату і для малих значень 

останньої повP  приймається рівною нулю; fзP  – сила опору перекочування задніх 

коліс, величина якої визначається коефіцієнтом навантаження задніх коліс 

трактора   і вертикальною гаковою силою 
у

гакP : 

 
fPgтP у

гактfз )(   ; (2.109) 

 

Рисунок 2.7 – Схема сил, що діють на трактор в вертикальній площині 

 fпP  – сила опору перекочування передніх коліс: 

 
gfmP mfп )1(  ; (2.110) 

 інР  – сила інерції агрегату, яка представляє собою рівнодіючу сил інерції 

окремих частин агрегату, що виникають при несталому прямолінійно-

поступальний рух. 

При constvm   приймаємо 0інР . 

Тоді, остаточно, вираз (2.73) можна переписати у вигляді: 

 gfmfPgтgmPP m
у

гактт
x

гакк )1()(sin   , (2.111) 

або, з урахуванням виразів (2.106): 
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(2.112) 

Отримана залежність дозволяє встановити зміну в часі величини дотичної 

сили тяги рушіїв трактора, що працює в агрегаті з транспортно-технологічної 

машиною змінної маси при виконанні технологічного процесу останньою 

(рис. 2.8). 

 

Рисунок 2.8 – Апроксимована залежність дотичної сили тяги кР  (1), 

вертикальної y
кгаР   (2) та горизонтальної x

кгаР   (3) складової гакового 

навантаження трактора від маси транспортно-технологічної машини 

(на прикладі агрегату ХТЗ17221 + МЖТ-10) 
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2.7 Формування стійкості трактора при зміні маси агрегату 

Розглянемо формування гакового навантаження трактора в горизонтальній 

площині (рис. 2.9). Склавши рівняння рівноваги напівначіпної машини в даній 

площині, одержимо: 

 б
у
кга

fлfп
x

кга

PP

РPP








.  (2.113) 

При втраті стійкості агрегату кут   приймає великі значення, тому 

величина бP  може бути визначена із залежності виду: 

 )(   шшcб kClP , (2.114) 

де 
7105 шC Н·м і 3000шk Н·с/м – жорсткість і податливість шини 

транспортно-технологічної машини. 

Приймаючи рівність умов руху коліс лівого і правого бортів машини, 

отримаємо: 

 
gfmfGРP fлfп

 . (2.115) 

 

Рисунок 2.9 – Схема сил, що діють на транспортно-технологічну машину 
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Тоді, остаточно, залежності (2.113) можна переписати у вигляді: 

 )(

1

)]arccos2cos(arccos4)[(
)(2

})]arccos2sin(arccos4[5,0{

2

2

222























шшc
у
кга

or
rотв

x
кга

kClP

t

r
rglSr

gfMlrrP

. (2.116) 

Використовуючи отримані залежності можна визначити зміну в часі 

гакового навантаження трактора по двох вісях – 
х

гакP  і 
у

гакP , в горизонтальній 

площині, в залежності від зміни маси напівначіпної транспортно-технологічної 

машини. Колісний енергетичне засіб, як зазначено в роботах [122 – 127], є 

принципово нестійкою, відносно заданої траєкторії, машиною. При цьому будь-

які зовнішні впливи на трактор (сили інерції машини, нерівності опорної 

поверхні і т.п.) викликають зміну первісної траєкторії руху. Для підтримки ж 

заданої траєкторії оператору необхідно постійно здійснювати коригуючий вплив 

на систему. Для вивчення умов стійкості руху трактора в агрегаті з транспортно-

технологічної машиною змінної маси, розглянемо його рух в нерухомій системі 

координат Оху  (рис. 2.10). 

 

Рисунок 2.10 – Схема сил, що діють на трактор у складі транспортно-

технологічного агрегату змінної маси 
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Розташуємо в центрі ваги трактора (точка С ) рухому систему координат 

ухС   яка, при зміні курсу, повертається на деякий кут  . 

У поздовжньому напрямку на трактор діють дотичні сили тяги задніх коліс 

правого 
2
кзР  і лівого 

1
кзР  бортів, сили опору перекочування передніх ( 1

fпР  і 2
fпР  – 

лівого і правого бортів, відповідно) і задніх ( 1
fзР  і 2

fзР  – лівого і правого бортів, 

відповідно) коліс і поздовжня складова гакового навантаження 
х
гакР . 

У поперечному напрямку на трактор діють сили бічного відведення шин 

переднього бпР  і заднього бзР  мостів, а також поперечна складова гакового 

навантаження 
у
гакР . 

Нехай під дією зовнішніх збурюючих впливів трактор відхиляється в 

поперечному напрямку на су , а його поздовжня вісь повертається на деякий кут 

 . Щоб повернути трактор на первинну траєкторію, оператору необхідно 

повернути керовані колеса на деякий кут  . При цьому, повороту трактора буде 

перешкоджати момент опору повороту сМ . 

Складемо рівняння поступального і обертального руху трактора в площині 

Оху  під дією розглянутої системи сил: 
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coscoscoscossin











.  (2.117) 

Визначимо залежність між положенням в просторі центру ваги трактора і 

центрами передньої і задньої вісей. З урахуванням малості  , отримаємо: 
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. (2.118) 
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Продиференціюємо отримані вирази: 

 












кзсз

кпсп

трсз

трсп

lуу

lуу

vхx

vхx









. (2.119) 

Отримані вирази описують величини складових абсолютної швидкості 

центрів передньої і задньої вісей трактора в нерухомій системі координат. 

Оскільки відношення поперечної швидкості iу  до поздовжньої iх  являє 

собою тангенс кута нахилу напрямку вектору абсолютної швидкості руху до вісі 

абсцис, то для передньої і задньої вісей отримаємо: 

- передня вісь: 

 тр

кпс

п

п

v

ly

x

у
tg








 
 )( , (2.120) 

- задня вісь: 

 тр

кзс

з

з

v

ly

x

у
tg








 
 )( . (2.121) 

Оскільки кути  ,   і   малі, то приймаємо, що тангенси даних кутів рівні 

самим кутам. Тоді, кути відведення відповідних вісей: 

- передня вісь: 

 




 



тр

кпс

v

ly 
, (2.122) 

- задня вісь: 

 




 



тр

кзс

v

ly 
. (2.123) 

Представивши бічні сили у вигляді залежності від кута відведення (

 iбi kР ), після приведення подібних в (2.117), з огляду на малість кутових 

величин, отримаємо: 
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Для визначення умов стійкості руху трактора з напівначіпною 

транспортно-технологічною машиною змінної маси, складемо визначник 

отриманої системи рівнянь: 
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Розкриємо визначник, отримавши характеристичне рівняння виду: 
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або, після заміни: 
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отримаємо: 

 0)( 23  DCBA .  (2.128) 
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Відповідно, рівняння (2.128) має один ненульовий корінь, що визначає 

нестійкість трактора відносно нерухомої системи координат. 

Для характеристичного рівняння третього ступеня стійкість 

забезпечується при виконанні умов виду: 0B ; 0С ; 0D  і 0 ADBC . При 

цьому, перша умова здійснима при 0трv , тобто при русі трактора вперед. 

Друга умова здійснима при кппкзз lklk  , в той час як третя умова (при виконанні 

другої умови) визначається нерівністю виду 

0212211  fпfпfзкзfзкз
x
гак

у
гак PPPPPPРР , що є умовою виконання тягового 

балансу трактора на рівній ділянці шляху. Запишемо четверту умову стійкості 

трактора в складі агрегату з машиною змінної маси: 
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З даної умови, при виконанні попередніх умов стійкості, можна визначити 

критичну швидкість поступального руху трактора, при перевищенні якої 

тракторний агрегат втрачає стійкість. 

2.8 Вертикальні коливання системи «трактор-машина змінної маси» 

Розглянемо стійкість руху трактора в складі транспортно-технологічного 

агрегату з напівначіпною машиною змінної маси (рис. 2.11). В процесі 

експлуатації даного агрегату спостерігається формування вертикальних і 

кутових коливань енергетичного засобу зі значною частотою, що сприяє відриву 

керованих коліс трактора. При цьому значно знижується стійкість руху агрегату 

і його відгук на поворот керованих коліс, що призводить до зниження швидкості 

і, отже, зниження його продуктивності разом із зниженням якості виконання 

технологічного процесу. 
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Рисунок 2.11 – Динамічна модель системи «трактор-транспортно-технологічна 

машина» в повздовжній площині 

Для визначення частоти відриву керованих коліс трактора в складі 

транспортно-технологічного агрегату розглянемо динамічну схему «трактор-

напівначіпна машина». 

При виведенні математичної моделі приймемо такі припущення [128 – 

132]: 

– остов трактора і машини розглядаються як тверді тіла, які здійснюють 

плоскопаралельний рух у вертикальній площині і володіють в ній трьома 

ступенями свободи; 

– коефіцієнти опору шин і підвіски пропорційні швидкості і не змінюються 

в розглянутих умовах експлуатації; 

– маси, що розглядаються, є точковими і можуть здійснювати тільки 

вертикальний рух – мають одну ступінь свободи. 

На підставі теореми про швидкості точок при плоскопаралельному русі, 

визначимо швидкість точки D : 

 
DCvv CD 111

  . (2.130) 

Спроектуємо даний векторний вираз на вертикальну вісь: 

 
)sin( 1111

  CDCDDz lzzv  ,  (2.131) 

де 1  – кут між точкою зчіпки і поздовжньою віссю трактора. 
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Аналогічно визначимо швидкість центру ваги транспортно-технологічної 

машини: 

 232
CDvv DC
   , (2.132) 

або: 

 
)sin( 323 222

   CDDCzC lzzv  . (2.133) 

З огляду на (2.131) і поворот ланки DD  , отримаємо ( DD zz   ): 

 22323111 sin)sin()sin(
212

 DDCDCDCzC lllzv    . (2.134) 

Запишемо рівняння кінетичної енергії системи «трактор-транспортно-

технологічна машина» для плоскопаралельного руху останньої у вертикальній 

площині: 
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Запишемо рівняння потенціальної енергії системи та її функції 

розсіювання: 
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(2.136) 
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(2.137) 

Після проведення диференціювання та приведення подібних, отримаємо 

систему рівнянь, що описує коливання транспортно-технологічного агрегату в 

вертикальній площині: 
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де 
 2111 mma ; 

 )cos( 11215   lma ; 

 22216 cos)( гакllma  
; 

 )cos()( 322217   
гакllma ; 

 122 кma  ; 233 кma  ; 

 344 кma  ; 

 )cos( 11
2

2155   lmJa ; 

 )cos( 113256    llma ; 

 )cos()cos()( 22112257   
гакlllma ; 

 21261 coslma  ; 

 211265 coscos lma  ; 

 2
22

1266 cos lma  ; 

 3221267 coscos)( гакlllma  
; 

 )cos()( 322271   
гакllma ; 

 )cos()cos()( 32112275    lllma гак ; 

 2322276 cos)cos()(   
гакllma ; 

 )(cos)( 32
22

22277   
гакllmJa ; 

  
111211223351433433111211 ()()(   lzzklllzzclllzzcb ттт  

  llllzzklllzzkll тт
2
13533121533423121323423 )()()    

)sin()(sin)()sin( 322
2
322

2
211   гакгак llll  ; 

 )()()()( 3423111212113423111212112     lllzzkzNklllzzczNcb тштш ; 

 )()()()( 3223423121323423121322223 zNklllzzklllzzczNcb шттш     ; 

 )()( 4334334 zNkzNcb шш   ; 
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121523342112132234231112 ()()(  lzzlclllzzlclllzz шт  
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14333223334231213323423 ()5,0(5,0)() zzlclllclllzzlcll штт   

  )()() 34231213323423111231352312   lllzzlklllzzlklll тт  

)()5,0(5,0 352312143333233    lllzzlklllk шт ;  
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211
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132227 ]sin)(sin)sin()[cos()( mllllllmb гакгак    

 )sin()(sin)sin()[cos()( 322321211113232  гакгак llllzll   

  )5,0()()( 32232334211214423423111241  lllclllzzlclllzzlc ттт  

 
44234211212413223121453 ()()( zlklllzzlklllzzlc ттш    

)]()5,0() 32231214533221233421121   lllzzlklllklllz шт  
. 

Система рівнянь (2.138) є системою з запізненням, оскільки певні функції 

збурення )(2 tfN   та )(3 tfN   можна визначити через )(1 tfN  : 
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213

112









tNN

tNN
, (2.139) 

де 1  та 2  – час запізнення. 

На рис. 2.12, а наведені результати визначення частот відриву керованих 

коліс трактора, які отримані розв’язанням лінеаризованої (крива 1) та нелінійної 

(крива 2) системи рівнянь. 
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а      б 

1 – за лінеаризованою моделлю; 2 – за нелінійною моделлю 

Рисунок 2.12 – Залежність частоти відриву керованих коліс трактора (а) та їх 

вертикальних прискорень (б) від зміни маси транспортно-технологічної 

машини (на прикладі агрегату John Deere 8310R + МЖТ-16) 

З залежностей можна зробити висновок, що параметри коливання системи 

«трактор-транспортно-технологічна машина» відрізняються один від одного, за 

обома варіантами розрахунку, не більше, ніж на 5%. Отже, при визначенні не 

тільки числа відриву передніх коліс, але й параметрів коливань всієї системи в 

цілому, можна використовувати лінійну розрахункову модель. Окрім того, 

результати розрахунків показують (рис. 2.13), що під час руху трактора у складі 

напівначіпного транспортно-технологічного агрегату спостерігаються кутові 

коливання остова трактора (в діапазоні від 5 до 15°), що формує суттєвий вплив 

на процес відриву керованих коліс останнього. 

 

Рисунок 2.13 – Зміна кута галопування остова трактора у часі при повній (1) та 

порожній (2) транспортно-технологічній машині 

(на прикладі агрегату John Deere 8310R + МЖТ-16) 
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2.9 Траєкторія переміщення центру мас транспортно-технологічного 

агрегату у просторі 

На основі розробленої моделі руху транспортно-технологічного агрегату 

отримані траєкторії центру мас останнього у просторі для причіпної (рис. 2.14, 

а) та напівначіпної (рис. 2.14, б) технологічної машини. В найбільш загальному 

випадку отримані траєкторії є аттракторами, до яких наближається траєкторія 

руху при t . 

  

а 

 

б 

а – для агрегату з причіпною машиною (агрегат John Deere 8310R + МЖТ-16); 

б – для агрегату з напівначіпною машиною (агрегат ХТЗ17221 + МЖТ-10) 

Рисунок 2.14 – Траєкторії руху у просторі центру мас транспортно-

технологічного агрегату змінної маси 

Розрахунок для причіпної машини проводився за отриманими моделями з 

урахуванням зменшення ступенів вільності за рахунок відсутності повороту 

причіпної машини в повздовжній площині. 

З рис. 2.14 можна зробити висновок, що динаміка центру мас системи з 

напівначіпною машиною передбачає формування коливань навколо усіх трьох 
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вісей, в той час як коливання центру мас системи з причіпною машиною 

спостерігається тільки за двома вісями – вертикальною та повздовжньою. 

Окрім того, можна казати про збільшення розмаху коливального процесу 

для напівначіпної машини (270 мм для вертикальної координати) у порівнянні з 

причіпною (90 мм, відповідно) у три рази. Таке збільшення також можна 

пояснити формуванням обертального моменту для напівначіпної машини, який 

призводить до розгойдування рідини всередині неї, за рахунок галопування 

трактора. 
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ВИСНОВКИ ПО РОЗДІЛУ 2 

1. Сформульовано визначення тіла змінної маси, для транспортно-

технологічного агрегату, як тіла, що складається з деякої кінцевої множини 

змінних систем п  матеріальних точок постійної маси, що зосереджені під час 

руху в деякій області, розмірами якої можна знехтувати. На основі даного 

визначення сформовано рівняння руху точки змінної маси, яке, на відміну від 

відомих, враховує додаткові силові фактори (сила Коріоліса  , сила імпульсу 

потоку   та сила відносного переміщення  ), значення яких визначаються 

переміщенням матеріальних точок всередині системи. 

2. Доведені твердження про елементарну зміну головного вектору 

кількості руху системи матеріальних точок змінної маси, другий частковий 

диференціал радіус вектору змінного центру мас системи, момент імпульсу 

системи та зміну її кінетичної енергії, що дозволяють оцінити траєкторію руху 

центру мас транспортно-технологічного агрегату змінної маси у динамічному 

просторі. 

3. Досліджена динаміка центру ваги транспортно-технологічної машини 

змінної маси в трьох ортогональних площинах з урахуванням зміни масово-

геометричних показників останньої під час виконання технологічного процесу. 

Обґрунтовані нові залежності, які є науковою новизною дослідження, 

просторової динаміки центру мас транспортно-технологічного агрегату при 

виконанні технологічного процесу. Встановлено, що причіпне агрегатування 

машини, на відміну від напівначіпного, дозволяє знизити поздовжні коливання 

центру мас на 60%, поперечні – на 50% і вертикальні – на 66,7%. 

4. З урахуванням силового балансу агрегату отримана залежність зміни 

дотичної сили тяги трактора від часу в залежності від маси транспортно-

технологічної машини. Встановлено, що для напівначіпного агрегату ХТЗ-17221 

+ МЖТ-10 спостерігається формування вертикального гакового навантаження в 

4 кН, яке зі зміною маси машини зменшується до 0,8 кН. 
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В той самий час величина горизонтальної складової змінюється від 12 до 2 

кН, сприяючи зменшенню дотичної сили тяги, що розвивається ведучим мостом, 

з 25,5 до 14,8 кН. 

5. Оцінена стійкість руху транспортно-технологічного агрегату при зміні 

маси сільськогосподарської машини. Встановлено, що для агрегату ХТЗ-17221 + 

МЖТ-10 величина критичної швидкості поступального руху, при перевищенні 

якої тракторний агрегат втрачає курсову стійкість, становить 10 км/год. 
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РОЗДІЛ 3 

ПРОСТІР ЕНЕРГЕТИЧНИХ КОНФІГУРАЦІЙ РУХУ ТРАКТОРА ПРИ 

ВИКОНАННІ ТРАНСПОРТНИХ РОБІТ У СКЛАДІ АГРЕГАТУ ЗМІННОЇ 

МАСИ 

Визначено простір енергетичних конфігурацій трактора, на основі якого 

обґрунтовано принципи формування енергетичного балансу транспортно-

технологічного агрегату змінної маси та запропоновані принципи вивчення 

енергетичних показників такого агрегату. Наукова новизна дослідження 

відображена в нових залежностях роботи, витраченої трактором в процесі 

виконання транспортно-технологічної операції. 

3.1 Енергетичний баланс транспортно-технологічного агрегату 

У найбільш загальному вигляді рівняння енергетичного балансу 

відображає розподіл енергії двигуна на виконання основного технологічного 

процесу, здійснення роботи в різних механізмах трактора та взаємодії рушіїв з 

опорною поверхнею і має вигляд: 

 пнpjifтрввпгакe NNNNNNNNNNN   ,  (3.1) 

де eN  – ефективна потужність двигуна; 

 гакN  – гакова потужність на причіпному пристрої трактора; 

 ввпN  – потужність на валу відбору потужності; 

 трN , N , fN , iN  – потужності, що характеризують витрати енергії на тертя 

в трансмісії, буксування рушіїв, подолання опору коченню і підйому; 

 jN  – потужність, що витрачається на подолання сил інерції; 

 pN  – потужність розсіювання, що поглинається пристроєм для зниження 

коливань і іншими пружними елементами конструкції трактора; 
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 нN  –потужність, яка не використана внаслідок того, що двигун не розвиває 

повну ефективну потужність, якщо момент опору носить змінний характер; 

 пN  – потужність, що витрачається на буксування рушіїв і кочення трактора, 

що виникає внаслідок підворіть, здійснюваних на гонах. 

Потужності iN  і jN  мають різні знаки в залежності від того, рухається 

трактор на підйом або на спуск, розганяється або знижує швидкість. При підйомі 

і розгоні дані потужності вважають позитивними, а при спуску і уповільненні – 

негативними. 

Прийнято вважати, що ступінь досконалості трактора як тягача і 

відповідність його функціональним призначенням характеризує зміну окремих 

складових енергетичного балансу в залежності від тягового зусилля на гаку гакР

. Аналіз даних залежностей дозволяє визначити оптимальний діапазон режиму 

роботи трактора в експлуатації з найбільшою продуктивністю і найменшими 

енергетичними втратами. Тому складові рівняння (3.1), які не залежать від 

тягового навантаження, як правило, не аналізують [133 – 145]. 

Розглянемо енергетичний баланс трактора в складі транспортно-

технологічного агрегату при прямолінійному русі по горизонтальній ділянці 

опорної поверхні. В такому випадку складові ввпN , iN  і пN  виключаються, а 

вихідне рівняння (3.1) приймає наступний вигляд: 

 нpjfтргакe NNNNNNNN   .  (3.2) 

З огляду на те, що потужність трN , яка витрачається на механічні втрати в 

трансмісії, може бути визначена через ефективну потужність двигуна  

 кeтр NNN  ,  (3.3) 

де кN  – потужність на ведучих колесах трактора, то залежність (3.2) можна 

переписати у вигляді: 

 нpjfгакк NNNNNNN   ,  (3.4) 
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тобто в найбільш загальному випадку потужність, що підводиться до ведучих 

колес трактора повинна забезпечувати подолання силових факторів, величина 

яких визначає суму, що стоїть в правій частині рівняння (3.4). 

Використаємо поняття миттєвої роботи і розділимо рівняння (3.4) на 

елементарний проміжок часу dt . Отримаємо: 

 нpjfгакк dАdАdАdАdАdАdА   ,  (3.5) 

де dtNdА кк /  – елементарна робота, що здійснюються ведучими колесами 

трактора по переміщенню агрегату в просторі; 

 dtNdА гакгак /  – елементарна робота, яка витрачена на переміщення 

транспортно-технологічної машини в просторі; 

 dtNdА /   – елементарна робота, яка витрачена при буксуванні ведучих 

коліс трактора; 

 dtNdА ff /  – елементарна робота, яка витрачена на подолання опору 

перекочування коліс транспортно-технологічного агрегату по опорній поверхні; 

 dtNdА jj /  – елементарна робота на подолання сил інерції агрегату (в 

залежності від напрямку вектору сил інерції може мати як позитивне, так і 

негативне значення); 

 dtNdА рр /  – елементарна робота, яка витрачена при роботі пристрою для 

зниження коливань і інших пружних пристроїв агрегату; 

 dtNdА нн /  – елементарна робота, яка недовикористана агрегатом через 

змінний характер моменту опору. 

Приймемо, що буксування трактора, яке визначається станом опорної 

поверхні, при виконанні транспортно-технологічної операції залишається 

постійним. Відповідно constdА con  . Величина елементарної роботи рdА  

визначається конструктивними параметрами транспортно-технологічного 

агрегату і для даних машин залишається величиною постійною – constdАрcon  . 

Сила опору коченню fP  при русі трактора по твердій несучій поверхні 

обумовлена головним чином гістерезисними і дисипативними втратами, частка 
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яких досягає 90 ... 95% загальних втрат енергії на кочення. До інших чинників, 

що формують силу опору коченню, відносяться прослизання протектора шини 

відносно дороги. Колеса транспортно-технологічного агрегату працюють в 

різних умовах по навантаженню, переданому моменту, геометрії і фізичному 

стану несучої поверхні [5]. 

Розглянемо випадок рівномірного кочення колеса по горизонтальній 

опорній поверхні з урахуванням того, що як шина, так і поверхня, деформуються. 

Тоді робота, яка підводиться до колеса, витрачається на виконання трьох видів 

робіт: робота )( fгPdА  вертикального здавлювання опорної поверхні з 

утворенням колії; робота )( fпPdА  пружної деформації шини з виникненням 

внутрішнього тертя; робота )( fтPdА  на тертя протектора по опорній поверхні в 

зоні контакту. Тоді, можемо записати: 

 
)()()( fтfпfгf PdAPdAPdAdА  .  (3.6) 

Розглянемо кочення колеса по опорній поверхні. Приймемо, що пружні 

характеристики опорної поверхні малі, тому поверхню можна розглядати як 

абсолютно пластичну. Тоді, за відсутності інших сил опору коченню колеса, крім 

сили вертикального здавлювання, робота по утворенню колії на елементарному 

переміщенні центру ваги агрегату сdS  визначиться із залежності виду: 

 скшгfг dShbkPdA 2)(  ,  (3.7) 

де гk  – коефіцієнт об’ємного зминання ґрунту, який визначається фізико-

механічними властивостями останнього; 

 шb  – ширина шини; 

 кh  – глибина занурення шини в ґрунт, яка може бути визначена із залежності 

виду [144]: 
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де кD  – вільний діаметр колеса; 

 нG  – вертикальне навантаження на колесо. 

Представимо вертикальне навантаження, що діє на колесо, як суму двох 

сил: постійного навантаження, яке визначено певною постійної масою агрегату 

conm , і змінного навантаження, величина якого змінюється зі зміною змінної 

маси varm : 

 gmmG varconн )(  .  (3.9) 

Тоді, елементарна робота по утворенню колії на елементарному 

переміщенні сdS , з урахуванням рівнянь (3.8) і (3.9) визначиться із залежності 

виду: 
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Величина 
с

кшг

con
fгcon dS

Dbk

mg
PdA

22

)(   є постійною (теоретичною) 

компонентою елементарної роботи, необхідної для формування колії агрегату, в 

той час як величина с
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2222
)(  є змінною 

компонентою зазначеної роботи, яка змінюється при зміні маси агрегату. Тобто 

можемо записати: 

 
)()()( fгvarfгconfг PdAPdAPdA  .  (3.11) 

Розглянемо кочення еластичного колеса по поверхні, яка не деформується. 

Тоді пружна деформація шини супроводжується внутрішнім тертям між 

частинками матеріалу, з якого виготовлена шина (тертя протектора шини по 

несучій поверхні не враховуємо). При формуванні нормального навантаження 

відбувається радіальна деформація стиснення шини у верхній її частині і об’ємна 

деформація розтягування інших елементів внаслідок підвищення тиску повітря 

[144]. Відповідно, робота пружною деформації шини на елементарному 

переміщенні центру ваги агрегату сdS  визначиться із залежності виду: 
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 ,  (3.12) 

де шk  – безрозмірний коефіцієнт, який залежить від матеріалу шини і її каркасу; 

 нh  – нормальний прогин шини, величина якого визначається з формули 

Хейдекеля [144]: 
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 ,  (3.13) 

де шр  – тиск повітря в шині. 

Підставляючи залежності (3.9) і (3.13) в рівняння (3.12), отримаємо 

формулу, яка визначає змінну роботу пружної деформації шини на 

елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS : 
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.  (3.14) 

В процесі кочення колеса ковзання протектора відносно дороги 

відбувається не тільки внаслідок тангенціальної деформації шини. Зминання 

ґрунту і радіальна деформація шини також викликають пружне ковзання 

протектора відносно опорної поверхні і створюють силу опору кочення колеса 

від тертя протектора [5]. 

Розглянемо тертя протектора по опорній поверхні внаслідок стиснення 

шини в плямі контакту. Тоді робота, яка витрачена на дане тертя на 

елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS , визначиться із залежності 

виду: 
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)(  ,  (3.15) 

де п  – коефіцієнт тертя кочення шини по опорній поверхні; 

 sk  – кінематичний коефіцієнт, який пропорційний критичній деформації 

поверхні 0  і залежить від приведеного коефіцієнта тертя прf : 
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Приведений коефіцієнт тертя є функцією коефіцієнтів тертя спокою пf  і 

тертя ковзання cкf . Для опорної поверхні нормальної вологості він може бути 

обчислений за емпіричною формулою виду [3]: 
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З огляду на залежності (3.9) і (3.16), отримаємо: 
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компоненту елементарної роботи, витраченої на тертя протектора по опорній 

поверхні в зоні контакту на елементарному переміщенні центру ваги агрегату 

сdS , в той час як величина с
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компоненту зазначеної роботи, величина якої змінюється при зміні змінної маси 

агрегату, тобто можемо записати: 

 
)()()( fтvarfтconfт PdАPdАPdА  .  (3.19) 

Таким чином, елементарна робота, що витрачається на подолання сили 

опору перекочування коліс агрегату, може бути представлена у вигляді 

(виходячи із залежності (3.6)): 
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)()()()()( fтvarfтconfпvarfгvarfгconf PdAPdAPdAPdAPdAdА  .  (3.20) 

Елементарна робота сил інерції визначається на підставі перехідних 

режимів, пов’язаних зі зміною маси агрегату. З огляду на той факт, що сила 

Коріоліса не може формувати роботу сил інерції, можемо записати: 

 
)()(  varvarjvar dAdAdA ,  (3.21) 

де )(vardA  – робота, змінна за величиною, сили імпульсу, що визначається 

рухом додаткової маси (див. п. 2.1) на елементарному переміщенні центру ваги 

агрегату сdS : 

 
с

j

j

j

var Sdv
dt

dm
dA  )( ;  (3.22) 

 )(vardA  – робота, змінна за величиною, сили відносного переміщення, яка 

визначається переміщенням матеріальних точок змінної маси всередині системи 

(див. п. 2.1) на елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS : 

 
с

i

r
iivar SdamdA  )( .  (3.23) 

Необхідно відзначити, що в залежностях (3.22) і (3.23) використовується 

скалярний добуток векторів відповідних сил і переміщень. 

Домовимося, що зміна крутного моменту двигуна і кутової швидкості 

колінчастого валу при коливаннях навантаження відбуваються строго за законом 

регуляторної характеристики, тобто значення кМ  і д  в будь-який момент часу 

відповідають одній точці, завжди розташованій на кривій, що виражає статичну 

залежність між цими параметрами. 

Тоді, для характеристики зміни потужності двигуна у зв’язку з 

нерівномірністю навантаження, доцільно використовувати термін 

«недовикористана потужність». 

Він означає, що внаслідок нелінійності регуляторної характеристики і 

навантаження змінним моментом опору двигун не може розвинути повну 

потужність, зазначену в паспорті, як при навантаженні постійним моментом. 
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Різниця ефективних потужностей при номінальному значенні моменту нМ , що 

розвивається двигуном відповідно при постійному і змінному навантаженні, 

називають недовикористаною потужністю [144]. Тоді, недовикористана робота 

двигуна трактора на елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS  

визначиться із залежності виду: 

 dt

М
dA

сернн

нvar

)(  
 ,  (3.24) 

де сер  – середнє значення кутової швидкості колінчастого валу двигуна на 

елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS . 

Елементарна робота, що витрачається на переміщення транспортно-

технологічної машини, може бути визначена із залежності (2.106). З огляду на 

просторове розташування вектору гакового навантаження, отримаємо: 

 
c

у
кга

х
кгаvarгак dSРРdA 22 )()(   .  (3.25) 

Величина varгакdA  буде змінною величиною, тому що значення сили тяги 

на гаку змінюється при елементарному переміщенні центру ваги агрегату сdS  

внаслідок зміни маси останнього. 

Таким чином, остаточно, рівняння (3.4) можна переписати у вигляді: 

 нvarpconvarvarfтvar
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  (3.26) 

Із залежності (3.26), після перегруповування членів, можна зробити 

висновок, що елементарна робота, що здійснюються ведучими колесами 

трактора по переміщенню агрегату в просторі кdA  може бути розділена на дві 

компоненти: постійну кcondA , яка необхідна для самопересування агрегату в 

просторі, і змінну кvardA , величина якої пов’язана з додатковими переміщеннями 

центру ваги агрегату внаслідок зміни маси останнього. При цьому: 
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Отже, дотримуючись термінів, які використовуються у класичній механіці 

[144], кcondА  – корисна робота сил, що витрачається на переміщення агрегату, та 

визначається на підставі статичного тягового розрахунку, а кvardА  – робота, яка 

витрачена на подолання сил опору руху агрегату при зміні маси останнього. 

3.2 Мінімум енергетичних затрат агрегату при виконанні транспортно-

технологічної операції 

Розглянемо складний рух транспортно-технологічного агрегату в просторі. 

Припустимо, що необхідно забезпечити таке управління агрегату, щоб 

мінімізувати роботу кvardА , яка витрачена на подолання сил опору руху агрегату 

при зміні маси останнього, з метою зниження його енерговитрат. 

Припустимо, що система описується рівнянням виду: 

  ttutxftx ),(~),(~)(~  ,  (3.28) 

де )(~ tx  – вектор стану; 

 )(~ tu  – вектор управління; 

 t  – час виконання транспортно-технологічного процесу. 

Припустимо, що вектор управління )(~ tu  є результат споживання енергії 

двигуна внутрішнього згоряння, а, отже, і витрати палива. 

Домовимося позначати швидкість зміни кількості енергії в момент часу t  

через )(t . Тоді загальна кількість енергії F , витраченої на інтервалі часу ],[ 10 tt

, дорівнює: 

 

1

0

)(

t

t

dttF  .  (3.29) 

Будемо вимірювати швидкість потоку енергії невід’ємними величинами, 

тобто 0)( t  для будь-кого t . 

Для більшості фізичних систем існує співвідношення між швидкістю 

потоку (витратою) енергії   і керуючим вектором u~  типу: 
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 )~(uh .  (3.30) 

Це співвідношення може бути визначено експериментально. Для 

визначеності будемо вважати, що рівняння (3.30) має вигляд: 

 
j

r

j

j uc



1

 ,  (3.31) 

де 1u , 2u , ..., ru  – компоненти керуючого вектору u~ ; 

 jc  – додатні коефіцієнти пропорційності. 

Співвідношення (3.31) означає, що збільшення витрат енергії призводить 

до зростання величини керуючого вектору u~ . Якщо вираз (3.31) являє зв’язок u~  

з  , то можна відмітити, що енергія, яка витрачається за час ],[ 10 tt , визначається 

співвідношенням виду: 

 





1
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)(
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t

t

j

r

j

j dttuc .  (3.32) 

Таким чином, приймаємо, що задані система  ttutxftx ),(~),(~)(~   і 

обмеження )(~ tu ; початковий стан )(~
0tx  і область S . Потрібно знайти 

допустиме управління, що переводить )(~
0tx  в S  таким чином, щоб мінімізувати 

кількість енергії. 

Розглянемо мінімізацію витрат енергії при управлінні до рухомої області 

S . Нехай дана система виду: 

 










 


ni

tuttxbttxftx j

r

j

iii

,...2,1

)(]),(~[]),(~[)(
1

1
,  (3.33) 

або у векторній формі: 

 )(~]),(~[
~

]),(~[)(~ tuttxBttxftx  .  (3.34) 

Припустимо, що компоненти )(1 tu , )(2 tu , ..., )(tur  управління )(~ tu  

обмежені за величиною співвідношенням виду 1)( tu j , rj ,1 , або, в більш 

компактному записі: 
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 )(~ tu .  (3.35) 

Гладка область S , що задана, визначається рівняннями: 

 0]),(~[ ttxg ,   n,1 , 1 .  (3.36) 

Нехай 0t  – початковий час і )(~ tx  – заданий початковий стан системи (3.33). 

Одночасно з цим заданий функціонал («вартість» енергії) у вигляді: 
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j
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j

j cdttucuJ .  (3.37) 

Для знаходження необхідних умов мінімізації енергії розглянемо спочатку 

випадок, коли час T  не задано. Перш за все утворюємо гамільтоніан для системи 

(3.33) і функціоналу (3.37). Гамільтоніан має вигляд: 

 

)(~),(~]),(~[)(~],),(~[)(]),(~),(~),(~[
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tptuttxBtpttxftucttutptxH j
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,  (3.38) 

або, еквівалентно, 
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tptuttxbtpttxftucttutptxH i

r

j

п

i

jij

п

i

iij

r

j

j 
 

 .  (3.39) 

Зауважимо, що гамільтоніан лінійний відносно )(tu j  і )(tu j
. 

Припустимо, що )(~* tu  – управління, яке оптимальне по витраті енергії, а 

)(~* tx  – відповідна йому траєкторія і Т

 – перший момент часу, коли 

 
SТx )(~*


.  (3.40) 

Використовуємо позначення Т

 замість *T  для позначення часу прибуття в 

S  вздовж траєкторії, яка мінімальна за енергією. Символ *T  збережемо для 

позначення мінімально можливого часу прибуття в S . 

З формулювання ясно, що Т

задовольняє нерівності виду: 

 
*TТ 


.  (3.41) 
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Отримаємо необхідні умови. Нехай існує додаткова змінна )(~* р , що 

відповідає )(~* tu  і )(~* tx . Гамільтоніан, обчислений при )(~* tx , )(~* tр  і )(~* tu , 

дорівнює: 
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.  (3.42) 

Оскільки 
)(~)(~

*

*

tрд

дН
tx   і 

)(~)(~
*

*

txд

дН
tp  , то знаходимо, що )(* txk  і )(* tpk , 

при nk ,1  повинні задовольняти канонічним рівнянням виду: 
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Оскільки нерівність 

 ]),(~),(~),(~[]),(~),(~),(~[ ***** ttutptxHttutptxH    (3.45) 

має місце для всіх u~  і ],[ 0 Ttt


 , то з рівняння (3.42) знаходимо, що 

співвідношення (3.45) зводиться до нерівності виду: 
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яка, в свою чергу, дає співвідношення виду: 
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для будь-яких u~  і ],[ 0 Ttt


 . 

Тоді 
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,  (3.48) 

де e  – постійні і 0],~[ txg ,   n,1  є рівняння області S . 

Крім цього, необхідно, щоб: 
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,  (3.49) 

де 1k , 2k , ..., nk  – деякі постійні і 

 дх

Txдg
Txh
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],~[
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  ,   n,1 .  (3.50) 

Припустимо тепер, що кінцевий час, який дорівнює fТ , було задано 

заздалегідь. Тоді всі отримані рівняння залишаться незмінними, а рівняння (3.49) 

набуде вигляду: 

 











n

fff TTxhkТp
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** ]),(~[
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)(~ .  (3.51) 

В такому випадку задача мінімізації енергії має розв’язок, коли заданий час 

fТ  більше або дорівнює мінімальному часу *Т , тобто 

 
*ТТ f  .  (3.52) 

Розглянемо необхідні умови. Якщо управління )(~* tu  з мінімальними 

витратами енергії існує, то одержувана траєкторія )(~* tx  і відповідна додаткова 

змінна )(~* tp  повинні відповідати таким вимогам: 

а) якщо T  не задано, то необхідні умови виражаються співвідношеннями 

(3.43), (3.44), (3.47), (3.48) і (3.49); 
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б) якщо задано fТT  , то необхідні умови виражаються співвідношеннями 

(3.43), (3.44), (3.47) і (3.51). 

Тепер розглянемо співвідношення (3.47) більш детально. Використовуючи 

співвідношення (3.47), отримаємо рівняння, яке пов’язує мінімальне по витраті 

енергії управління )(~* tu  з траєкторією )(~* tx , що відповідає )(~* tp . 

Визначимо функції )(*
1 tq , )(*

2 tq , ..., )(* tqr  співвідношеннями виду: 
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*** )(]),(~[)( , ri ,1 . (3.53) 

Таким чином, функції )(* tq j  є компонентами r -мірного вектору )(~* tq , 

визначеного в такий спосіб: 
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Використовуючи рівняння (3.53), з (3.47) можна знайти 
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для всіх 1)( tu j , rj ,1  і будь-якого  Ttt


,0  або  fTt ,0 . Рівняння (3.55) 

означає, що функція 
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має абсолютний мінімум при 
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Тоді, отримаємо: 
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Можна стверджувати, що 
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Оскільки мінімум має місце при )()( * tutu jj  , знаходимо, що )(* tu j  пов’язані з 

)(* tq j  наступним чином: 
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Щоб записати співвідношення (3.60) в компактній формі, визначимо 

функцію «зони нечутливості», що позначається далі через }{adez , в такий спосіб: 

 }{bdeza  .  (3.61) 

Це означає, що: 
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Рівняння (3.60) можна тепер записати в компактній формі: 
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Для ілюстрації рівнянь (3.59) і (3.60) зобразимо можливі значення функції 
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 для всіх )(tu j , що задовольняють обмеженням за величиною 

1)( tu j
 – рис. 3.1. Відповідно до величини )(tu j  значення функції 
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з рис. 3.1, управління, яке визначено співвідношеннями (3.60), дає мінімальне 

значення, що відповідає виразу (3.59). З іншого боку, управління 
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Рисунок 3.1 – Графік функції 
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Таким чином, виходячи з рис. 3.1, можна говорити про те, що в залежності 

керуючого і керованого параметра можна виділити зони з мінімальними 

витратами енергії, які розташовані на рис. 3.1 в центрі системи координат, і 

максимальні, величина яких збільшується з віддаленням від мінімальної точки. 

3.3 Простір енергетичних конфігурацій руху транспортно-технологічного 

агрегату 

В процесі виконання транспортно-технологічної операції машинно-

тракторний агрегат можна розглядати як багатовимірну динамічну систему 

(рис. 3.2, а). 

Зовнішні впливи (зовнішні умови і фактори) в даній системі утворюють 

вектор-функцію  умов експлуатації, а вихідні параметри розглядаються у 

вигляді вектору-функції  оціночних показників роботи агрегату. 

В розрахунковій схемі транспортно-технологічного агрегату на вихідні 

(функціональні) параметри впливають також управляючі впливи, що 

представлені вектор-функцію , і внутрішні впливи агрегату, що утворюють 

вектор-функцію внутрішніх збурюючих сил  [182]. 

Зовнішні керуючі і внутрішні збурюючі впливи в експлуатаційних умовах 

роботи агрегатів не залишаються постійними і являють собою випадкові процеси 

в ймовірносно-статистичному сенсі. Через випадковість характеру впливів 

вихідні параметри і показники роботи агрегатів можуть розглядатися у вигляді 

випадкових функцій або випадкових послідовностей [183 – 187]. 

Застосування статистичних методів побудови математичних моделей 

робочих процесів машин і агрегатів в цілому, включаючи емпіричні моделі, 

засновані на теорії планування експерименту, обумовлено прагненням 

підвищити ступінь ідентичності при прогнозуванні вихідних параметрів і 

управлінні ними в експлуатаційних умовах [188]. 

Х

Y

U

Z
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а) 

 
б) 

а – загальна схема з урахуванням зовнішніх Х , управляючих U  та 

збурюючих Z  впливів та функціональних параметрів Y ; б – схема за принципом 

«вхід Х  – вихід Y », яка враховує транспортно-технологічну машину (ТТМ), 

зчіпний пристрій (ЗП) та трактор (ТР) 

Рисунок 3.2 – Розрахункові динамічні схеми транспортно-технологічного 

агрегату (ТТА) [181] 

Побудова математичних моделей багатовимірних систем з урахуванням 

комплексу всіх змінних факторів, що діють в процесі експлуатації транспортно-

технологічного агрегату, являє собою складну задачу. 

В практиці моделювання транспортно-технологічних агрегатів 

багатовимірні системи практично відсутні. Зустрічаються задачі, в яких аналіз 

моделей здійснюється за принципом «вхід-вихід» (рис. 3.2, б) і розглядаються, 
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як правило, одно- або двовимірні динамічні системи [189]. Такі моделі агрегатів 

частково спотворюють реальну картину робочих процесів, мають порівняно 

невисокий ступінь достовірності і не завжди придатні для прогнозування і 

визначення вихідних змінних. 

До оціночних показників, або вихідних параметрів, агрегату відносяться: 

техніко-економічні – продуктивність, енергоємність, витрата палива на одиницю 

роботи, питомі витрати праці і коштів; енергетичні – витрати роботи на 

виконання технологічної операції, коефіцієнт корисної дії трактора і агрегату, 

тягова і ефективна потужність, масова і питома витрата палива, частота 

обертання колінчастого валу двигуна, швидкість руху агрегату і ін. 

Зовнішніми впливами, або вхідними параметрами, агрегату є 

конструктивні, технологічні та експлуатаційні фактори, в тому числі: опір 

опорної поверхні і її профіль, умови зовнішнього середовища, а також технічний 

стан передавальних механізмів, швидкість руху машини і т.п. [188]. 

При знаходженні законів розподілу функціонально перетворених 

випадкових величин обмежимося розглядом одновимірної моделі агрегату, коли 

один з основних впливів х  діє на будь-який з вихідних параметрів у . 

Передбачається взаємно однозначна відповідність між вихідним параметром 

(функцією) і вхідною змінною (аргументом) з використанням детермінованої 

функціональної залежності )(xfy   при відомому законі розподілу )(x . 

Для однозначних функцій застосовують відомі співвідношення [189, 190]: 

 dy

dx
xy )()(   , 

dy

yd
xy

)(
)]([)(


  ,  (3.64) 

де )(y  – диференційний закон розподілу вихідного параметра; 

 )(x  – диференційний закон розподілу вхідного параметра; 

 )(y  – зворотна детермінована функція; 

 )]([ y  – щільність ймовірності зворотної функції. 
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З виразу (3.64) видно, що для визначення закону розподілу )(y  вихідного 

параметра необхідно знати залежність )(xf  і закон розподілу )(x  випадкової 

величини [189, 191]: 
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 ,  (3.65) 

де М  і х  – відповідно математичне очікування і середньоквадратичне 

відхилення аргументу, або вихідного параметру агрегату. 

У загальному випадку можна допустити, що вихідний параметр агрегату є 

довільною диференційованою функцію )(xfy  , яка розкладається в ряд 

Тейлора на всьому інтервалі від   до   виду: 

 
n

n
n

RMf
n

Mx

Mf
Mx

Mf
Mx

Mfxf


















)(
)!1(

)(

)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)1(
1

2



,  (3.66) 

де )]([
!

)(
Mxmf

n

Mx
R n

n

n 


  – залишковий член у формі Лагранжа, 

причому 10   [192]. 

Після заміни змінної 
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 з урахуванням виразів 
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   dek ,  (3.68) 

де )12(,,5,3,1!)!12(  kk  , математичне очікування вихідного енергетичного 

параметру визначається виразом [193]: 
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Отже, математичне очікування вихідного енергетичного параметру 

агрегату залежить від математичного очікування М  і середнього квадратичного 

відхилення х  вхідного параметра. 

За формулою (3.69) можна встановити математичне очікування вихідного 

параметру при будь-якій функції. Так, якщо вихідний параметр транспортно-

технологічного агрегату визначається лінійною залежністю )(xf  на всьому 

інтервалі );(  , тобто BAxy  , то за формулою (3.69) при нормальному 

законі )(x  розподілу аргументу (вхідного параметра) маємо BAMyM )( . 

Таким чином, математичне очікування параметру агрегату збігається з 

детермінованою функцією. Імовірнісний коефіцієнт, що враховує вплив 

випадкових впливів, в даному випадку дорівнює одиниці [192]. 

Розглянемо зміну складових елементарної роботи кdA  як залежність 

результуючої всіх сил Р , що діють на транспортно-технологічний агрегат 

(вхідний параметр) і елементарного переміщення центру ваги агрегату сdS , 

викликаного дією даної результуючої (вихідний параметр). 

З урахуванням залежності (3.69) можна говорити про взаємно однозначне 

співвідношення між множинами даних величин, геометричною інтерпретацією 

якого буде конфігураційна площину cdSР  , що отримана на декартовому 

добутку множин cSdР
~~

 . 

Визначимо для будь-якої пари елементів cSdР
~~

   невід’ємне число 

),(    так, щоб виконувалися наступні умови: 

1)   0),( ; 

2) ),(),(   ; 

3) cSdР
~~

,,:),(),(),(   . 

Тоді множина cSdР
~~

  разом з ),(    є метричним простором 

конфігурацій, а ),(    – метрика даного конфігураційного простору. З огляду 

на визначення [192], кожна точка даного простору cSdР
~~

  є відображення 
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роботи результуючої сили Р  на деякому переміщенні центру ваги агрегату сdS

. При цьому робота, яка витрачена на повному переміщенні центру ваги агрегату 

сS  при виконанні транспортно-технологічної операції визначиться інтегралом 

виду: 

 
 

cS

cк dSPА ,  (3.70) 

і, відповідно, площею, яка обмежена відповідними миттєвими значеннями 

величин Р  і сdS . 

3.4 Екстремальні значення енергії в конфігураційному просторі 

Розглянемо задачу відшукання мінімального по витраті енергії руху, який 

переводить заданий початковий стан   в заданий кінцевий стан   протягом 

встановленого часу fT .  

Обґрунтуємо вибір задачі з заданим часом. Припустимо, що динамічна 

система описується диференціальним рівнянням виду: 

 )(~~
)(~~

)(~ tuBtxAtх  .  (3.71) 

де )(~ tx  – стан системи; 

 )(~ tu  – управління системи.  

Будемо вважати, що початковий стан 0
~

)0(~ x , і прикладаємо управління 

 0
~

)(~ tu  для всіх 0t .  (3.72) 

Тоді вільне рішення )(~0 tx  рівняння (3.71) запишеться у вигляді 

 Atetx )(~0
.  (3.73) 

Припустимо, що всі власні значення матриці A  мають негативні дійсні 

частини. Це означає, що система стійка і не володіє інтегруючими 

властивостями. У цьому випадку розв’язок )(~0 tx  буде наближатися до нуля, 

точніше 
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0)(~lim 0 


tx

t
.  (3.74) 

Якщо потрібно знайти мінімальне по витраті енергії управління, що 

переводить будь-який початковий стан   в 0
~

 для стійкої системи, і не вказано 

часу переходу, то оптимальним по витраті енергії управлінням буде 0)(~* tu , і 

час переходу буде нескінченним. 

Нехай дана динамічна система 

 )(~)(~)(~ tuBtxAtx  ,  (3.75) 

де )(~ tx  – n -мірний вектор; 

 A  – матриця системи розміру nn  з постійними коефіцієнтами; 

 )(~ tu  – r -мірний вектор. 

Припустимо, що система (3.75) повністю керована і що компоненти )(1 tu , 

)(2 tu , ..., )(tur  управління обмежені за величиною співвідношенням виду: 

 
1)( tu j , rj ,1  для будь-якого t .  (3.76) 

Задані початковий проміжок часу 00 t  і початковий стан системи (3.75): 

 )0(~x .  (3.77) 

Задані кінцевий стан   (необов’язково 0
~

) і кінцевий час fT  (більший, ніж 

мінімальний час *T , який потрібний для переведення   в  ). Необхідно знайти 

мінімальне по енергії управління )(~* tu , що переводить систему (3.75) з   в   за 

час fT  і мінімізує функціонал 

 






fT
r

j

j dttuFuF
0 1

)()~( .  (3.78) 

Сформулюємо необхідні умови. Нехай )(~* tu  – оптимальне по витраті 

енергії управління, що переводить   в  . Позначимо через )(~* tх  траєкторію 

системи (3.75), що відповідає )(~* tu , що виходить з   при 00 t  і потрапляє в стан 

  в заданий момент часу fT . Тоді існує відповідний вектор )(~* tp  такий, що 
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а) )(~* tх  і )(~* tp  є рішеннями канонічних рівнянь виду: 

 )(~)(~)(~ *** tuBtxAtх  ;  (3.79) 

 )(~)(~ ** tpAtp  ,  (3.80) 

з граничними умовами виду 

 )0(~*x , )(~*
fTx .  (3.81) 

б) співвідношення 
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tpBtutptxAtu

tpBtutptxAtu

1

****

1

*****

)(),(~)(~),(~)(

)(),(~)(~),(~)(

  (3.82) 

виконується для всіх допустимих )(~ tu  і  fTt ,0 . Останнє співвідношення, в 

свою чергу, дає рівняння 

 )}(~{)}(~{)(~ *** tpBdeztqdeztu    (3.83) 

або, в записі через компоненти, 

 
})(~,{)}({)( *** tpbdeztqdeztu jj  , rj ,1 .  (3.84) 

Можна помітити, що необхідні умови не дають явної інформації щодо 

граничних значень )(~* tp . Інакше кажучи, невідомо ні )0(~*p , ні )(~*
fTp . Необхідні 

умови не дають ніякої інформації відносно величини функції Гамільтона уздовж 

оптимальної траєкторії. Оскільки система інваріантна за часом і функціонал не 

залежить явно від t , то відомо, що гамільтоніан повинен бути постійним, тобто: 

 

consttpBtutptxAtu
r

j

j 



1

***** )(),(~)(~),(~)(  для  fTt ,0 ,  (3.85) 

причому величина   невідома. 

Розглянемо вектор )(~* tp , який є розв’язком лінійного однорідного 

рівняння виду 

 )(~)(~ ** tpAtp  .  (3.86) 

Якщо позначити через 
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 )0(~~ *p   (3.87) 

початкове значення додаткового вектору, то відомо, що 

 ~)(~* tAеtp
 .  (3.88) 

Оскільки фундаментальна матриця tAе
  невироджена, то початкова умова 

 0~    (3.89) 

означає, що 

 0)(~* tp  для будь-якого  fTt ,0 .  (3.90) 

Звідси, в свою чергу, випливає (за рівнянням (3.83), що 

 0)(~* tu  для будь-якого  fTt ,0 .  (3.91) 

Як було встановлено раніше, мінімальне по витраті енергії управління 

)(~* tu  повинно бути пов’язане з відповідним додатковим вектором )(~* tp  

співвідношенням: 

 
 )(~,

~
)( ** tpbdeztu jj  , rj ,1 , (3.92) 

яке означає, що 
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jj

  (3.93) 

У разі виродження задачі на мінімум витрат енергії необхідно, щоб на 

інтервалі управління ],0[ fT  існував хоча б один інтервал ],[ 21 tt  для деякого j , 

коли 1)(~,
~ * tpb j  для всього ],[ 21 ttt . Для визначеності припустимо, що 

виконується співвідношення виду: 

 
1)(~,

~ * tpb j при всіх ],[ 21 ttt ,  (3.94) 
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і вивчимо (3.94) більш докладно. Оскільки функція часу )(~,
~ * tpb j  постійна, то 

всі її похідні за часом повинні дорівнювати нулю. Шляхом послідовного 

диференціювання за часом рівняння (3.94), отримаємо набір рівнянь виду: 
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 для всіх ],[ 21 ttt .  (3.95) 

Виберемо перші п  рівнянь і перепишемо їх наступним чином: 
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 .  (3.96) 

Визначимо тепер матрицю jG  розміру nn  як матрицю, стовпчиками якої 

є вектори jb
~

, jbA
~

, ...: 

 
 jn

jjj bAbAbG
~~~ 1  .  (3.97) 

Рівняння (3.96) зведеться тоді до рівняння виду: 

 
0
~

)(~*  tpAG j  для всіх  21,ttt .  (3.98) 

Але зі співвідношення (3.94) випливає, що 0
~~* р . Тому для виконання 

умови (3.98) необхідно, щоб матриця AG j
  була вироджена. Таким чином, 

необхідною умовою є залежність виду: 

 
0))(det(det)det( 

jj GAAG .  (3.99) 

Припустимо, що )(~* tu  і )(~ ** tu  – два різних мінімальних по витраті енергії 

управління, що переводять   в   за один і той же час fT . Нехай )(~* tх  і )(~ ** tх  – 
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різні траєкторії, що починаються з  . Оскільки обидва управління )(~* tu  і )(~ ** tu  

передбачаються мінімальними по витраті енергії, то маємо: 
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Розв’язки )(~* tх  і )(~ ** tх виражаються рівняннями виду: 
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**** )(~)(~ .  (3.102) 

При fTt   повинна виконуватися кінцева умова виду: 

 
 )(~)(~ ***

ff TхTх ,  (3.103) 

і тому має місце наступне векторне рівняння: 
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At dttuBedttuBe
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* )(~)(~ .  (3.104) 

Нехай )(~* tp  відповідає )(~* tu  і )(~* tx . Вважаючи )0(~~ *p , маємо: 

 ~)(~* tAetp
 .  (3.105) 

З необхідних умов: 
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,  (3.106) 

оскільки співвідношення (3.82) справедливо для всіх )(~ tu  і, зокрема, для )(~* tu . 

Припущення про нормальність означає, що нерівність (3.106) є строгою, якщо 

тільки 

 )(~)(~ *** tutu  .  (3.107) 

Тому вираз (3.106) зводиться до строгої нерівності виду 
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в разі, якщо має місце умова (3.107). 

Якщо проінтегрувати обидві частини виразу (3.108), то для різних )(~* tu  і 

)(~ ** tu  отримаємо: 
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В силу виразу (3.100) 
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Розглянемо рівність (3.104), звідки утворюємо скалярний добуток: 
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At dttuBedttuBe
0
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* )(~,~)(~,~  ,  (3.111) 

де )0(~~ *p . 

Оскільки ~  – постійний вектор і за виразом (3.105) маємо )(~~ * tpe tA , то 

можна бачити, що рівність (3.111) зводиться до рівняння виду: 

 
 

ff TT

dttptuBdttptuB
0

***

0

** )(~),(~)(~),(~ .  (3.112) 

Таким чином, припущення про те, що управління )(~* tu  і )(~ ** tu  різні і 

мінімальні по витраті енергії, призвело до суперечливих співвідношень (3.110) і 

(3.112). Отже, )(~)(~ *** tutu   для всіх ],0[ fTt . Таким чином, мінімальне 

значення енергії, витраченої при русі транспортно-технологічного агрегату, 

єдине. 

Це, природно, означає, що поверхня, яка характеризує витрата енергії, має 

цілком певний абсолютний мінімум. Наявність інших відносних мінімумів 

невідома. Якщо є багато управлінь, які відповідають всім необхідним умовам, то, 

крім абсолютного мінімуму, може мати місце і відносний (локальний) мінімум. 
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У цьому випадку, щоб відрізнити управління, яке відповідає абсолютному 

мінімуму, необхідно обчислити витрату енергії, що вимагається для кожного 

управління, яке задовольняє необхідним умовам, і порівняти ці витрати. 

Природно, що управління з найменшою витратою енергії і буде шуканим 

мінімумом. Доведемо, що припущення, які гарантують єдиність мінімального по 

витраті енергії управління, також гарантують існування тільки одного 

управління, що задовольняє початковим умовам. 

Припустимо, що )(~
1 tu  і )(~

2 tu  – два допустимих екстремальних управління. 

Більш строго, припускаємо, що: 

а) розв’язки системи )(~
1 tx  і )(~

2 tx  такі, що 

 )(~
1 tx  відповідає )(~)(~~

1 tuBtxAx  , )0(~
1x ,  (3.113) 

 )(~
2 tx  відповідає )(~)(~~

1 tuBtxAx  , )0(~
2x ,  (3.114) 

 
 )(~)(~

21 ff TxTx ;  (3.115) 

б) існують відповідні додаткові змінні )(~
1 tp  і )(~

2 tp  (перша відповідає )(~
1 tu  

і )(~
1 tx , друга – )(~

2 tu  і )(~
2 tx ), які задовольняють наступним диференціальним 

рівнянням: 

 )(~)(~
11 tрAtр  , 11

~)0(~ р  (невідоме);  (3.116) 

 )(~)(~
22 tрAtр  , 22

~)0(~ р  (невідоме);  (3.117) 

так, що 

 11
~)(~ tAetр

   (3.118) 

 22
~)(~ tAetр

   (3.119) 

в) мають місце такі співвідношення для )(~ tu  і  fTt ,0 : 

 




r

j

j

r

j

j tptuBtutptuBtu
1

1

1

111 )(~),(~)()(~),(~)( ,  (3.120) 

 




r

j

j

r

j

j tptuBtutptuBtu
1

2

1

222 )(~),(~)()(~),(~)( .  (3.121) 
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Якщо задача на мінімум витрат енергії нормальна, то 

 
 fTttutu ,0)(~)(~

21  .  (3.122) 

Останнє і означає одиничність екстремального керування. З виразів (3.113) 

– (3.115) знаходимо: 

 













 


f

f

T

AtAT

f dttuBeeTx
0

11 )(~)(~  ,  (3.123) 

 













 


f

f

T

AtAT

f dttuBeeTx
0

22 )(~)(~  .  (3.124) 

Оскільки матриця fAT
e  невироджена, отримуємо векторну рівність 

 


 

ff T

At

T

At dttuBedttuBe
0

2

0

1 )(~)(~ .  (3.125) 

Домножим скалярно обидві частини рівності (3.125) спочатку на 1
~ , а 

потім на 2
~  і отримаємо співвідношення виду: 

 


 

ff T

At

T

At dttuBedttuBe
0

21

0

11 )(~,~)(~,~  ,  (3.126) 

 


 

ff T

At

T

At dttuBedttuBe
0

22

0

12 )(~,~)(~,~  .  (3.127) 

Звідси, враховуючи співвідношення (3.118) і (3.119) отримаємо: 

 
 

ff TT

dttuBpdttuBp
0

21

0

11 )(~,~)(~,~ ,  (3.128) 

 
 

ff TT

dttuBpdttuBp
0

22

0

12 )(~,~)(~,~ .  (3.129) 

Припустимо тепер, що 1
~u  і 2

~u  відмінні один від одного. Якщо два 

екстремальних управління різняться і задача на мінімум по витраті енергії 

нормальна, то зі співвідношення (3.120) при )(~)(~
21 tutu   знайдемо: 
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r

j

j

r

j

j tptuBtutptuBtu
1

122

1

111 )(~),(~)()(~),(~)( .  (3.130) 

Ця нерівність має виконуватися для будь-яких допустимих управлінь )(~ tu

, в тому числі і для )(~)(~
1 tutu  . Використовуючи аналогічні міркування, з умови 

(3.122) робимо висновок, що повинна мати місце нерівність виду: 

 




r

j

j

r

j

j tptuBtutptuBtu
1

211

1

222 )(~),(~)()(~),(~)( .  (3.131) 

Додаючи нерівності (3.130) і (3.131), отримаємо нерівність виду: 

 
)(~),(~)(~),(~)(~),(~)(~),(~

21122211 tptuBtptuBtptuBtptuB  ,  (3.132) 

яка справедлива при )(~)(~
21 tutu  . 

Вираз (3.132), в свою чергу, дає нерівність 
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T

T

dttptuBtptuB

dttptuBtptuB

0

2212

0

2211

)(~),(~)(~),(~

)(~),(~)(~),(~

.  (3.133) 

Таким чином, з припущень про нормальність задачі і про те, що )(~
1 tu  і 

)(~
2 tu  різні, випливає сувора нерівність (3.133). 

З іншого боку, необхідні умови вимагають, щоб задовольнялися 

співвідношення (3.128) і (3.129). Додаючи праву частину співвідношення (3.129) 

до лівої частини співвідношення (3.128), а також додаючи їх ліві частини, 

отримаємо наступну рівність: 

 

 

 







f

f

T

T

dttptuBtptuB

dttptuBtptuB

0

2212

0

2211

)(~),(~)(~),(~

)(~),(~)(~),(~

.  (3.134) 
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Але співвідношення (3.133) і (3.134) суперечать один одному. З цієї 

причини 1
~u  і 2

~u  не можуть бути різними. Таким чином, єдиність екстремальних 

управлінь доведена. 

Таким чином, на підставі отриманих залежностей можна зробити 

висновок, що простір енергетичних конфігурацій містить єдиний мінімум, на 

видаленні від якого кількість витраченої на самопересування енергії зростає. 
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ВИСНОВКИ ПО РОЗДІЛУ 3 

1. Обґрунтовано принцип формування енергетичного балансу 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси, який розділено на суму двох 

складових: корисної роботи сил, що витрачається на переміщення агрегату, та 

визначається на підставі статичного тягового розрахунку, та роботи, яка 

витрачена на подолання сил опору руху агрегату при зміні маси останнього. 

2. Доведено взаємно однозначний зв’язок між множинами результуючої 

усіх сил P , що діє на транспортно-технологічний агрегат (вхідний параметр) і 

елементарного переміщення центру ваги агрегату cdS , викликаного дією даної 

результуючої (вихідний параметр). Визначено метричний простір енергетичних 

конфігурацій трактора, на основі якого обґрунтовано принципи формування 

енергетичного балансу МТА. 

3. Встановлено, що в залежності вхідного та вихідного параметрів можна 

виділити зони з мінімальними витратами енергії, які розташовані поблизу деякої 

точки, і максимальні зони, величина яких збільшується з віддаленням від 

мінімальної точки. Доведено, що точка мінімуму витрати енергії в просторі 

енергетичних конфігурацій трактора єдина. 

4. Вивчено процес управління транспортно-технологічним агрегатом 

змінної маси з метою забезпечення раціональної енергоефективності МТА. 

Доведено, що припущення, які гарантують єдиність мінімального по витраті 

енергії управління, також гарантують існування тільки одного управління, що 

задовольняє початковим умовам. Така єдиність мінімального значення 

обґрунтовується нормальним законом розподілу величин, на яких побудовано 

простір енергетичних конфігурацій. 

5. Розвинуто метод забезпечення ефективності транспортно-

технологічного агрегату змінної маси, який, на відміну від відомих, базується на 

корисній та додатковій роботі по переміщенню центру мас. 
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РОЗДІЛ 4 

ФОРМУВАННЯ ДОВГОВІЧНОСТІ ТРАНСМІСІЙНОЇ УСТАНОВКИ 

ТРАНСПОРТНО-ТЕХНОЛОГІЧНОГО АГРЕГАТУ ЗМІННОЇ МАСИ 

Сформульовано еквівалентну схему трансмісійної установки з 

урахуванням змінного характеру впливу зовнішніх чинників на динаміку її 

вхідних елементів, на основі якої обґрунтовані динамічні та частотні показники 

елементів трансмісії трактора при виконанні транспортних робіт у складі 

агрегату змінної маси; запропоновані принципи вивчення динаміки махових мас 

елементів трансмісії при змінному навантаженні. Наукова новизна дослідження 

відображена в нових залежностях амплітудно-частотних характеристик та 

втомних напружень, які виникають в трансмісійній установці при зміні 

положення центру мас агрегату. 

4.1 Формування елементарної коливальної системи трансмісії з 

урахуванням зміни маси агрегату 

У найбільш загальному випадку трансмісію трактора можна розглядати як 

механічну систему, що утворена сукупністю жорстких ланок, положення і 

швидкість яких визначаються завданням закону руху колінчастого валу двигуна. 

Однак такий розгляд дає лише обмежене уявлення про динамічні властивості 

трансмісії. Для визначення дійсних навантажень в її елементах і ступеня 

нерівномірності їх руху, а також відшукання законів даного руху, необхідно 

враховувати їх пружність. 

Реальна трансмісійна установка трактора містить в собі велику кількість 

махових мас, які з’єднані між собою валами, муфтами і іншими пружними 

елементами, що мають різну кутову жорсткість. Дані складальні одиниці 

формують досить складні крутильні коливальні системи з розосередженими 

параметрами. 
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З іншого боку, змінна маса транспортно-технологічного агрегату, що 

рухається поступально, формує додаткові крутильні коливання трансмісії через 

зчеплення ведучих коліс трактора з опорною поверхнею і тангенціальну 

еластичність шини. 

Змінні зовнішні навантаження, які прикладаються до трансмісійної 

установки, впливають на баланс енергії в ній і призводять до закручування 

пружних елементів, складного переміщення мас, коливань навантажених 

елементів. При цьому, розгляд сукупності всіх коливань пов’язаний з великими 

труднощами, що змушує в практиці інженерних розрахунків обмежуватися 

аналізом домінуючих крутильних коливань [194 – 196]. 

Це спрощення певною мірою виправдано тим, що кінетична енергія мас в 

їх поступальному переміщенні при згинальних і поздовжніх коливання, як 

правило, значно менше, ніж при крутильних. Потенційна енергія деформації 

валопроводу при згинальних і поздовжніх деформаціях побічно враховується 

відповідним коригуванням показників пружності ділянок валопроводу [197, 

198]. 

У найбільш загальному випадку трансмісійна установка відноситься до так 

званим ланцюгових систем. Ланцюгова система характеризується таким 

з’єднанням ланок, при якому взаємодія між ними і дія збурюючих сил (моментів) 

здійснюється в напрямку їх переміщення. 

Для теоретичних досліджень і розрахунків коливань трансмісії, 

розрахункова схема останньої схематизується і спрощується з відкиданням 

елементів, вплив яких на розглянуту коливальну систему досить малий. При 

спрощенні динамічних систем розосереджені маси замінюють зосередженими, 

еластичні вали торсійними пружинами, які умовно не володіють власною масою, 

непружні опори замінюють муфтами і т.п. 

Складена таким чином схема для трактора 4К4 представляє собою 

еквівалентну коливальну систему (рис. 4.1.), на якій введено такі позначення: двJ  

– момент інерції обертових мас двигуна; кпJ  – момент інерції обертових мас 



159 

 

коробки передач і роздавальної коробки; п
дифJ  і з

дифJ  – моменти інерції 

диференціалів переднього і заднього ведучого мостів; 
п
кJ 1  і 

п
кJ 2  – моменти інерції 

правого і лівого коліс переднього мосту; 
3
1кJ  і 

3
2кJ  – моменти інерції правого і 

лівого коліс заднього мосту; consJ  і varJ  – моменти інерції поступально рухомих 

постійних і змінних мас агрегату; кппс  – крутильна жорсткість валів коробки 

передач; крс  – крутильна жорсткість карданного валу між коробкою передач і 

роздавальною коробкою; п
крс  і 3

крс  – крутильна жорсткість карданного валу між 

роздавальною коробкою і головною передачею відповідно переднього і заднього 

мостів; 
п
пос 1  і 

п
пос 2  – крутильна жорсткість правої і лівої піввісі переднього мосту; 

3
1пос  і 

3
2пос  – крутильна жорсткість правої і лівої піввісі заднього мосту; 

п
шс 1  і 

п
шс 2  

– тангенціальна жорсткість правої і лівої шини коліс переднього мосту; 
з
шс 1  і 

з
шс 2  

– тангенціальна жорсткість правої і лівої шини коліс заднього мосту; фМ  – 

момент тертя муфти зчеплення; п
фМ 1  і п

фМ 2  – моменти тертя зчеплення правої і 

лівої шини коліс переднього мосту; 3
1фМ  і 3

2фМ  – моменти тертя зчеплення правої 

і лівої шини коліс заднього мосту; кппi  – передавальне відношення коробки 

передач; ркi  – передавальне відношення роздавальної коробки; 
п
глi  і 

з
глi  – 

передавальне відношення головної передачі переднього і заднього ведучих 

мостів; п
брi 1 і п

брi 2  – передавальне відношення правого і лівого бортових редукторів 

переднього мосту; 3
1брi  і 3

2брi  – передавальне відношення правого і лівого бортових 

редукторів заднього мосту. 

Для спрощення коливальної схеми трактора 4К4 (на прикладі трактора 

ХТЗ-17221), введемо такі припущення: 

1) практично повна подібність моментів на піввісях кожного моста 

(дозволяє об’єднати маси правого і лівого коліс, а також жорсткості їх піввісей); 
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2) при русі по твердій опорній поверхні, без відриву ведучих коліс від 

останньої, їх пробуксовка незначна навіть при розвантаженні мосту (дозволяє 

виключити з розрахункової схеми умовні муфти на колесах, що позначають 

можливість даного явища); 

3) навіть максимальні значення навантажень в трансмісійній установці 

досить рідко досягають величин, здатних викликати пробуксовку зчеплення 

(дозволяє виключити муфту фМ ); 

 

Рисунок 4.1 – Коливальна система, що еквівалентна трансмісії трактора з 

колісною формулою 4К4 

4) як і у всякій неконсервативній системі рух в трансмісії супроводжується 

розсіюванням енергії, пов’язаним з відносним переміщенням мас (дозволяє 

включити між коливальними масами демпфери паралельно з пружними 

елементами в трансмісії тk  і в шинах шk ). 

З огляду на викладене, остаточна коливальна система, що еквівалентна 

трансмісії трактора ХТЗ-17221 в складі транспортно-технологічного агрегату 
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змінної маси (при всіх ведучих мостах) прийме вигляд, представлений на рис. 

4.2. На рис. 4.2 прийняті наступні позначення: двJ  – момент інерції маховика, 

ведучої і відомої частин муфти зчеплення; 2J  – момент інерції шестерні IV 

передачі ( 33z ) і 0,5 довжини первинного валу; 3J  – момент інерції шестерні 

III передачі ( 23z ); 4J  – момент інерції шестерні I передачі ( 23z ); 5J  – 

момент інерції шестерні II передачі ( 28z ) і 0,5 довжини первинного валу; 6J  

– момент інерції веденої шестерні IV передачі ( 32z ) і 0,5 довжини вторинного 

валу; 7J  – момент інерції передньої зубчастої муфти в зборі; 8J  – момент інерції 

веденої шестерні III передачі ( 40z ); 9J  – момент інерції веденої шестерні I 

передачі ( 38z ); 10J  – момент інерції задньої зубчастої муфти в зборі; 11J  – 

момент інерції веденої шестерні IІ передачі ( 36z ) і 0,5 довжини вторинного 

валу; 12J  – момент інерції ведучої шестерні вторинного валу ( 31z ); 13J  – 

момент інерції шестерні включення ходозменшувача ( 42z ); 14J  – момент 

інерції шестерні включення заднього ходу ( 22z ); 15J  – момент інерції 

шестерні ( 32z ) і валу заднього ходу; 16J  – момент інерції шестерні ( 31z ) і 

0,5 довжини валу ходозменшувача; 17J  – момент інерції шестерні ( 44z ) валу 

ходозменшувача; 18J  – момент інерції шестерні ( 32z ) і 0,5 довжини валу 

ходозменшувача; 19J  – момент інерції ведучої шестерні транспортного ряду (

19z ) і 0,5 довжини первинного валу роздавальної коробки; 20J  – момент 

інерції зубчастої муфти перемикання рядів; 21J  – момент інерції ведучої 

шестерні робочого ряду ( 19z ) і 0,5 довжини первинного валу роздавальної 

коробки; 22J  – момент інерції рухомої шестерні перемикання насосів; 23J  – 

момент інерції відомої шестерні транспортного ряду ( 33z ) і валу приводу 

заднього мосту; 24J  – момент інерції відомої шестерні робочого ряду ( 39z ) і 

передньої головки карданної передачі; 25J  – момент інерції шестерні включення 

переднього мосту ( 33z ), валу приводу переднього мосту і задньої головки 

карданної передачі; 26J  і 27J  – моменти інерції задньої і передньої головок 
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карданної передачі відповідно; 28J  і 29J  – моменти інерції головної передачі в 

зборі заднього і переднього мостів відповідно; 30J  і 31J  – моменти інерції коліс 

заднього і переднього мостів відповідно; 
п
consJ  і 

3
consJ  – 0,5 постійних моментів 

інерції поступального руху маси агрегату на передньому і задньому мостах 

відповідно; 
п
varJ  і 

3
varJ  – 0,5 змінних моментів інерції поступального руху маси 

агрегату на передньому і задньому мостах відповідно; ijc  – жорсткість ділянок 

валу між елементами iJ  і jJ ; з
ijc  – жорсткість зубчастого з’єднання між 

елементами iJ  і jJ ; 13,12с  – жорсткість шліцьового з’єднання; шс  і шk  – 

тангенціальна жорсткість та непружний опір шин; тk  – непружний опір 

елементів трансмісії. 

 

Рисунок 4.2 – Коливальна система, що еквівалентна трансмісії трактора ХТЗ-

17221 з колісною формулою 4К4 

Сумарна жорсткість трансмісії визначається за зворотною величиною – 

податливістю, яку визначають підсумовуванням податливості окремих 

елементів. 
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При цьому приведену податливість кожного елемента визначають 

множенням його дійсної податливості на добуток квадратів передавальних 

відношень редукторів, включених від розглянутого елемента до ділянок 

приведення [199]: 

 




n

k

двk

kтр

i
cс 1

211
.  (4.1) 

Жорсткість приведеного валу, еквівалентного приведеній сумарній 

тангенціальній податливості шин ведучого мосту визначається за формулою 

[200]: 

 

211
двk

шш

i
cс

 .  (4.2) 

Приведення моментів інерції мас системи до відповідних валів 

здійснюється з умови збереження кінетичної енергії приведеної маси в 

обертальному русі. 

Приведений момент інерції крутильної маси, яка еквівалентна 

поступальному руху агрегату, з урахуванням зміни маси останнього, можна 

визначити з залежності виду: 
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де consM  – постійна маса агрегату; 

 varM  – змінна маса агрегату; 

 кr  – радіус кочення колеса. 

Моменти реакції зовнішнього середовища для включення в розрахункову 

схему приводяться до колінчастого валу двигуна за формулами виду: 
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де 
0
аМ  – перекидаючий момент, що діє на трактор; 

 
0
кМ  – момент опору на ведучих колесах трактора. 

На рис. 4.2 дані моменти прикладені безпосередньо до мас, на які вони 

впливають, і спрямовані в бік, протилежний напрямку крутного моменту 

двигуна. 

Сили непружного опору в трансмісії формуються різними компонентами: 

в’язке тертя в гумі, в’язкий опір масла в картерах і підшипниках деталей, які 

обертаються, тертя поверхонь, гістерезис в матеріалах деталей. 

Однак, деякі компоненти опору коливань в трансмісії піддаються 

приблизним розрахункам і експериментальній оцінці. 

Наприклад, розсіювання енергії коливань в пружних валах оцінюється, як 

це прийнято для пружно-в’язкого середовища, коефіцієнтом поглинання за цикл 

[201]: 

 П

П
 ,  (4.6) 

де П  – розсіяна енергія; 

 П  – потенційна енергія циклу деформацій. 

При цьому передбачається, що сила внутрішнього непружного опору 

пропорційна швидкості деформації, і тоді коефіцієнт пропорційності 

виражається у вигляді [201]: 

 


2

c
k  ,  (4.7) 

де с  – коефіцієнт жорсткості валу; 

   – частота коливань пружного моменту. 

Рівняння руху мас еквівалентної системи (див рис. 4.2) можна отримати, 

використовуючи принцип Д’аламбера і складаючи рівняння рівноваги для 

кожної маси. 
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В остаточному вигляді рівняння руху еквівалентної системи матимуть 

вигляд (для схеми 4К2 з урахуванням її превалювання при виконанні 

транспортно-технологічної операції для IV передачі транспортного діапазону): 
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, (4.8) 

де i  – кутовий зсув маси. 

Позначимо в системі (4.8) моменти, які навантажують в русі трансмісію і 

шини в тангенціальному напрямку наступним чином: 
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;  (4.9) 

 )( 303030 varconsшш cМ   , 

де трс  – жорсткість всієї трансмісійної установки. 

Дані моменти є моментами пружних в’язей. Їх похідні, відповідно, 

дорівнюють: 

 
)( 301    тртр сМ , )( 303030 varconsшш cМ    ; (4.10) 

 
)( 301    тртр сМ , )( 303030 varconsшш cМ    . (4.11) 

Підставляючи співвідношення (4.10) і (4.11) в систему (4.8), з урахуванням 

(4.3) і (4.4), отримаємо: 
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  (4.12) 

4.2 Коливання моментів, які навантажують трансмісійну установку 

трактора 

Вільні коливання механічних систем з пружними в’язями виникають або 

від зовнішнього впливу, або після звільнення системи від додаткових в’язей. У 

математичній формі це виражається у вигляді подання правих частин системи 

(4.12) одиничними імпульсами або прирівнюванням їх нулю і завданням 

початкових умов руху мас системи, що визначають той запас енергії, який 

реалізується в початковий момент часу [202]. 

Нехтуючи силами внутрішнього непружного опору, тобто вважаючи 

0 штр kk , рівняння вільних коливань моментів в еквівалентній системі можна 

отримати з виразу (4.12), прирівнявши його праві частини нулю: 
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Введемо наступні позначення: 
301 J

с

J

с тртр

т   – парціальна частота 

коливань моменту, що навантажує приведений вал трансмісії; 

var

ш

cons

шш
ш

J

с

J

с

J

с


1

  – парціальна частота коливань моменту, що навантажує 
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приведений вал, еквівалентний скручуванню в тангенціальному напрямку шин, 

що залежить від величини змінної маси агрегату; 
30J

стр

кт   – умовна частота 

власних коливань приведеної маси коліс на приведеному валу трансмісії; 

30J

сш
кш   – умовна частота власних коливань приведеної маси коліс на 

приведеному валу, еквівалентному шинам ведучих коліс при тангенціальному 

крученні. 

Тоді, отримаємо: 
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Приймемо, що розв’язок системи (4.14) є рівняння виду: 
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,  (4.16) 

а умова нетривіальності розв’язку (4.16) запишеться у вигляді: 
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Корні отриманого детермінанту є власними частотами коливань моментів, 

які визначаються змінною масою транспортно-технологічного агрегату (тут і 

надалі індекс   вказує на зміну величини при зміні маси агрегату): 
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Із системи (4.16) визначимо співвідношення амплітуд коливань моментів. 

Після підстановки в нього замість   значень коренів характеристичного 

рівняння (4.18) отримаємо два розв’язки, які виражають коефіцієнти розподілу 

амплітуд коливань моментів нижчої і вищої частот в залежності від зміни маси 

агрегату: 
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Тоді закони зміни вільних коливань навантажувальних моментів 

запишуться у вигляді: 
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де 1  і 2  – фазові кути, які, якщо прийняти, що вільні коливання викликані 

попередньою закруткою системи деяким моментом, дорівнюватимуть нулю. 

Остаточно отримаємо: 
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  (4.22) 

Розраховуючи відповідні значення розподілу амплітуд за координатами і 

власні частоти коливань в системі еквівалентної трансмісії, отримаємо графічні 

розв’язки рівнянь (4.22) для причіпного і напівначіпного транспортно-

технологічного агрегату змінної маси за чотирма передачами транспортного 

діапазону – рис. 4.3. 

З рис. 4.3 видно, що напівначіпна схема агрегатування транспортно-

технологічної машини призводить до збільшення відносного моменту пружності 

трансмісії трМ , та на шині шМ . 
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Таке збільшення пояснюється збільшенням коливань центру мас 

напівначіпного агрегату, а, отже, і збільшенням коливань дотичної сили тяги. В 

той самий час відносний момент пружності, як видно з рис. 4.3, зменшується при 

розвантаженні транспортно-технологічної машини і при її порожньому стані 

досягає тільки 0,25 від 0М . 

Необхідно також звернути увагу, що зменшення маси 

сільськогосподарської машини спричиняє зменшення амплітуди коливань 

пружних моментів в трансмісії та на ведучому колесі майже на 67% (з 0,75 до 

0,25 від 0М ) для причіпної машини та на 80% (з 1,2 до 0,26 від 0М ) для 

напівначіпної машини. 

З огляду на лінійність еквівалентної системи трансмісії, можна застосувати 

принцип суперпозиції коливань. Тоді реакція на кожний збурюючий вплив може 

розглядатися незалежно від інших. 

Розглянемо реакції, що виникають в трансмісійній установці, від 

зовнішнього збурення, прикладеного до ведучих коліс (виконується умова 

0 адв ММ ). 

Тоді рівняння приведених пружних моментів набудуть вигляду: 

 

.  (4.23) 

Приймемо, що . Тоді (4.23) набуде вигляду: 

 

.  (4.24) 

Приймемо, що на масу, що визначає в еквівалентній системі колеса, діє 

гармонійний вплив виду . Тоді будемо шукати розв’язок системи 

(4.24) у вигляді , . 
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а       б 

1 – з порожньою транспортно-технологічною машиною; 2 – з повною 

транспортно-технологічною машиною 

Рисунок 4.3 – Графіки вільних коливань моментів, що навантажують 

трансмісію трактора ХТЗ-17221 в складі причіпного (а) і напівначіпного (б) 

агрегату змінної маси 

Використовуючи систему (4.23), отримаємо: 
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Дані залежності визначають зміну амплітудних значень приведених 

моментів в еквівалентній трансмісії в залежності від зміни маси транспортно-

технологічного агрегату і, отже, в залежності від зміни частоти навантаження, 

що прикладається на колеса трактора. Визначимо реакцію трансмісійної 

установки на вплив, форма якого відрізняється від гармонійного закону. 

Перепишемо диференціальні рівняння вимушених коливань приведених 

моментів у вигляді: 
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Для отримання усталеного руху в зображеннях, помножимо зображення 

рівняння (4.27) на s  в області комплексної змінної: 
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Передавальні функції матимуть вид: 
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З огляду на той факт, що, як доведено в розділі 2, зміна маси агрегату 

сприяє зміні дотичної сили тяги і моменту опору перекочування на ведучих 
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колесах, то всі наступні розрахунки проводимо тільки для випадку навантаження 

валів трансмісії від впливу на колеса – для передавальної функції )(s
трМ . 

Розділивши систему (4.28) на )(sМк , після перетворення, отримаємо:  
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де 
14

2413
211




  ; 24222   ; 24111   ; 2313222111122   ; 

24132314221121123   ;  241422124   . 

З виразу (4.30) можна зробити висновок, що передавальна функція між 

впливом, прикладеним до коліс, і навантаженням валів в приведеній 

еквівалентній системі трансмісії трактора являє собою дрібно-раціональну 

функцію змінної s , в якій порядок многочлена в чисельнику нижче порядку 

знаменника. Всі коефіцієнти цієї функції дійсні, оскільки визначаються 

комбінаціями дійсних коефіцієнтів вихідної системи [203]. 

Вважаючи, що для зворотного перетворення використана залежність 

ipus  , отримаємо: 
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Виконавши ділення, отримаємо: 

)()()( pipip тртрМтр
 , (4.32) 
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Вирази )( ртр  і )( ртр  є реальною і уявною частотними 

характеристиками системи. 



173 

 

На рис. 4.4 і 4.5 наведені амплітудно-фазові характеристики приведеного 

моменту, що навантажує трансмісію трактора ХТЗ-17221 при виконанні 

транспортно-технологічної операції в складі причіпного і напівначіпного 

агрегатів змінної маси на IV передачі транспортного діапазону. 

 

1 – при повній транспортно-технологічній машині; 2 – при порожній 

транспортно-технологічній машині 

Рисунок 4.4 – Амплітудно-фазова характеристика приведеного моменту, що 

навантажує трансмісію трактора ХТЗ-17221 в складі причіпного агрегату 

змінної маси IV передачі транспортного діапазону 
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1 – при повній транспортно-технологічній машині; 2 – при порожній 

транспортно-технологічній машині 

Рисунок 4.5 – Амплітудно-фазова характеристика приведеного моменту, що 

навантажує трансмісію трактора ХТЗ-17221 в складі напівначіпного агрегату 

змінної маси на IV передачі транспортного діапазону 

4.3 Сталий режим функціонування агрегату при складному періодичному 

навантаженні 

Приймемо, що момент сил опору на колесі )(tMк  є періодичною кусочно-

безперервною функцією періоду T , що має в межах періоду кінцеве число 

розривів першого роду. Тоді періодичну функцію )(tMк  за Лапласом можна 

записати у вигляді: 
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З розгляду виразів (4.35) і (4.36) випливає, що )( pM к  є функцією 

комплексної змінної, що має полюси першого порядку, які розташовані на уявній 

вісі і обчислюють за формулами виду: 

 mm ip  , ,...2,1,0m   (4.37) 
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2
 . 

Передавальні функції )(p
трМ  і )( p

шМ  регулярні в площині 

k
kpRemax1  , де kp  – корінь характеристичного рівняння. 

В півплощині kpRemax1   передавальні функції мають особливості виду 

полюсів. Комплексні полюси передавальних функцій є комплексно-

сполученими в силу того, що коефіцієнти характеристичного поліному є 

дійсними. 

Із зазначеного вище випливає, що розв’язок системи диференціальних 

рівнянь еквівалентної трансмісійної установки при зміні маси агрегату, який 

задовольняє нульовим початковим умовам, може бути знайдено за формулою: 
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де 

};0max{ 1  . 

Функції комплексної змінної )()(
,

pMp кМ штр
  задовольняють умовам леми 

Жордана [204]. Отже, інтегрування за прямою (  i ,  i ) можна замінити 

інтегруванням по замкнутому контуру, складеному з ділянки зазначеної прямої і 
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дуги радіусом R . Дугу радіусу R  слід замикати в лівій півплощині при 0t  

і в правій півплощині при 0t . 

Отже, за теоремою Коші [205] можна записати: 
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,  (4.39) 

де 1L  – замкнутий контур, що охоплює полюси функції )( pM к ; 

 2L  – замкнутий контур, що охоплює полюси передавальних функцій. 

Можна показати, що інтеграл 
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є розв’язком системи рівнянь (4.27), причому періодичним розв’язком, якщо 

корені характеристичного полінома не співпадають з полюсами функції )( pM к . 

У разі співпадіння одного з коренів характеристичного полінома з полюсом 

функції )( pM к  інтеграл (4.40) не є періодичною функцією. В цьому випадку 

корінь характеристичного полінома, що співпадає з полюсом функції )( pM к , 

відносимо до контуру 1L . 

На підставі викладеного, періодичний розв’язок системи рівнянь руху 

еквівалентної трансмісії можна записати у вигляді 
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Таким чином, наведені вище вирази (4.40) і (4.41) є різними формами 

подання періодичного розв’язку системи рівнянь руху еквівалентної системи. 
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Формула (4.40) дозволяє відшукати розв’язок системи рівнянь (4.27) у вигляді 

ряду Фур’є, що є часто незручним для аналізу. 

Підставимо вираз для )( pM к  згідно (4.35) в перший інтеграл виразу (4.41). 

Отримаємо 
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На інтервалі ),0[ Tt  значення ,...)2,1(0  kkTt , отже за лемою 

Жордана маємо 
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і періодичний розв’язок (4.41) системи рівнянь руху еквівалентної трансмісійної 

установки при зміні маси агрегату можна представити у вигляді: 
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Вважаючи момент )(tMк  кусочно-безперервною функцією згідно рис. 4.6, 

розіб’ємо період T  на ділянки, в межах яких функція )(tMк  безперервна ( 0 , 1

); ( 1 , 2 ); ... ( 1q , q ), причому 00  , Tq  , q  – число ділянок. 

Тоді функцію  можна представити у вигляді: 

 

.  (4.45) 

Періодичний розв’язок на інтервалі ,  отримаємо, 

скориставшись виразами (4.44) – (4.45) 

.  (4.46) 
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Рисунок 4.6 – Представлення періодичного моменту опору на колесі трактора 

при виконанні транспортно-технологічної операції в складі агрегату змінної 

маси у вигляді кусочно-безперервної функції 

Зокрема, якщо функція )(tMк  є безперервною в межах періоду, необхідно 

покласти: 
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Для обчислення інтегралів, що входять в знайдені залежності (4.46), (4.47), 

зручно скористатися теоремою про відрахування [206]. 

Відрахування функції )(pF  відносно полюса першого порядку 

визначається за формулою: 
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Відрахування в полюсі kp  порядку kn  знаходиться за формулою виду: 
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Тут   – контур інтегрування, причому інтегрування за прямою (  i , 

 i ) у виразах (4.47) – (4.48) замінюється інтегруванням за замкнутим 

контуром, складеному з ділянки цієї прямої і дуги з радіусом R . 
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Оскільки розглядаються процеси при 0t , то контур слід замикати в лівій 

півплощині, в якій розташовані всі полюси підінтегральних функцій. 

Зазначимо зручний прийом, який можна застосовувати при розрахунках. 

Представимо функцію )( pM к  у вигляді: 

 )(
~

)()( )0()0( pMpMpM ккк  .  (4.50) 

Тоді вираз (4.47) можна перетворити в такий спосіб: 
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де 1L  – контур, що охоплює полюси тільки функції )()0( pM к . 

Якщо момент )(tMк  має в межах періоду дві ділянки безперервності (0 , 

) і ( ,T ), то формула (4.51) справедлива на інтервалі ],0[ t . На інтервалі 

],[ Tt   слід до розв’язку (4.51), продовженому на цей інтервал, додати вираз: 
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Аналогічним чином можна побудувати розв’язок при будь-якому числі 

ділянок ( 1r , r ) моменту )(tMк . 

4.4 Динаміка трансмісійної установки при накиданні та скиданні 

навантаження 

Накидання характеризується наростанням в часі навантаження, 

прикладеного до ведучого колеса транспортно-технологічного агрегату, і 

пов’язаним з ним деформуванням елементів трансмісійної установки. При цьому 

відбувається зміна швидкості обертання колеса, що впливає на якість 

реалізованого технологічного процесу. 

Відзначимо, що розгляд режиму накидання навантаження на основі 

лінійної системи рівнянь допустимий, якщо нелінійні властивості елементів 

трансмісії не виявляються. 
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Зазначене характерно, наприклад, для з’єднань з зазорами. Якщо 

трансмісійна установка містить істотно нелінійні елементи і з’єднання, то аналіз 

режимів накидання навантаження в лінійній постановці дозволяє оцінити її 

динамічні властивості в початковому наближенні. 

Що стосується режимів скидання навантаження, то нелінійні властивості, 

що вносяться зазорами в з’єднаннях, зазвичай проявляються на стільки, що 

вимагають врахування при розрахунку. 

Момент навантаження, що діє на ведучі колеса транспортно-

технологічного агрегату змінної маси, трансмісійна установка якого 

схематизована у вигляді п -масової системи, представимо у вигляді залежності: 

 
0)()( сc MttМ  ;  (4.53) 

де 
000
акс МММ   – значення моменту навантаження в усталеному режимі (після 

накидання або перед скиданням навантаження) як сума постійних значень 

моментів кМ  і аМ . 

Будемо вважати, що накидання навантаження відбувається при вихідному 

сталому режимі холостого ходу з початковими даними 00 t ; 0)0( ks , 

0)()( 010    dttsdtts kk  ( nk ,1 ). 

Оскільки при аналізі режимів накидання і скидання навантаження інтерес 

представляють нерівномірність руху колеса і моменти сил пружності на всіх 

ділянках трансмісійної установки, запишемо для них передавальні функції в 

розгорнутому вигляді: 
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Знайдемо перехідні функції )(ty  для відносної швидкості обертання 

ведучого колеса )(tsn  і моментів сил пружності rrU ,1  на ділянках валопроводу 

між масами 1rJ , rJ  ( nr ,1 ), скориставшись формулою обернення Рімана-

Мелліна: 
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.  (4.57) 

Вважаємо, що для слабодемпфованих систем, якими зазвичай є реальні 

трансмісійні установки, всі корені характеристичного рівняння парного ступеня 

0)(  p  (полюси передавальних функцій) є комплексними попарно 

сполученими. 

Будемо нумерувати кожну пов’язану пару коренів одним індексом 

 jjj ikp   , nj ,1   (4.58) 

Знаходячи відрахування відносно полюсів 00 p  і jp  ( nj ,1 ), отримаємо 

шукані перехідні функції (при 1,1  nr ): 
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де    2)(2)()( n
j

n
j

n
j BAR  ; 

    2)(2)()( r
j
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j

r
j EDN  ; 
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jA , )(n
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jD , )(r

jE  ( nr ,1 ) визначаються за формулами 

(у випадку полюсів першого порядку): 
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де 
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(4.61) 

На рис. 4.7 показані приклади осцилограм перехідних функцій для 

моменту сил пружності трМ , що виникає в еквівалентній трансмісійній 

установці. 

В процесі математичного експерименту досліджувався вплив відношення 

постійних часу  (  і  – механічні постійні часу 

двигуна і колеса відповідно – час, необхідний для розгону двигуна і колеса від 

нерухомого стану до швидкості холостого ходу) і демпфірування ( ) в 

к

дв
Т

T

T
v 1 двТ )( 3010 JJvTк  

ij
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трансмісійній установці на нерівномірність обертання ведучих коліс і 

навантаженість трансмісії. 

Коефіцієнт поглинання змінювався в діапазоні , відношення 

постійних часу  – в діапазоні . Такі широкі діапазони зміни 

параметрів практично охоплюють всі можливі режими функціонування. 

Аналіз отриманих результатів показує, що відношення постійних часу 

двигуна  є однією з найважливіших динамічних характеристик трансмісійної 

установки: чим менше значення , тим сильніше перехідні процеси на ведучих 

колесах агрегату впливають на динамічні процеси в трансмісії. Швидкість 

обертання ведучого колеса схильна до зазначеного впливу більшою мірою, ніж 

момент сил пружності. 

 

 а б 

 

 в г 

Рисунок 4.7 – Осцилограми перехідних функцій моменту сил пружності трМ , 

що виникають в еквівалентній трансмісійній установці трактора в складі 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

(зовнішнє навантаження 667двМ Н·м, 1200max кМ Н·м) 

Аналіз виразів для екстремальних значень перехідних функцій відносної 

швидкості обертання ведучих коліс і моменту сил пружності в трансмісійній 

установці дозволяє вказати шляхи зменшення динамічних явищ при накиданні 

навантаження. 

5,10ij

1Tv 10...01 Tv

1Tv

1Tv
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Зокрема, для цього слід збільшувати момент інерції кінцевої частини 

трансмісійної установки (наприклад, 30J ), підвищувати демпфірування (тобто, 

збільшувати ij ), вибирати двигун внутрішнього згоряння з можливо меншою 

постійної часу двT  і більшою швидкістю обертання колінчастого валу на 

холостому ходу 0 . 

4.5 Частотні характеристики трансмісійної установки при її змінному 

навантаженні 

Не дивлячись на те, що момент сил опору на колесі сM  є, як правило, 

складною полігармонічною функцією, динамічні властивості машинного 

агрегату можна досліджувати з достатньою повнотою, якщо відшукати частотні 

(амплітудні і фазові) характеристики. 

Визначимо амплітудні характеристики для відносних швидкостей всіх мас 

трансмісійної установки і для моментів сил пружності на ділянках між масами, 

пам’ятаючи, що амплітудні характеристики визначаються як модулі 

передавальних функцій на уявній вісі. 

Складемо для еквівалентної трансмісійної установки систему інтегро-

диференціальних рівнянь, скориставшись методом узагальнених координат і 

рівняннями Лагранжа другого роду. 

В якості узагальнених координат виберемо: двМ  – крутний момент 

двигуна; )(
1

0

0

kks 


  – відносні швидкості обертання мас nk ,1 , причому 

0  – кутова швидкість ідеального холостого ходу; kk    – кутові швидкості 

мас. 
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Отримаємо: 
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  (4.62) 

Скористаємося перетворенням Лапласа для системи рівнянь руху при 

нульових початкових умовах з метою відшукання передавальних функцій 

трансмісійної установки, вважаючи величиною на вході момент опору сМ  на 

ведучих колесах агрегату, величинами на виході – момент двигуна внутрішнього 

згоряння двМ , відносні швидкості мас ks  ( nk ,1 ) і моменти сил пружності 

1, rrU  ( 1,1  nr ) на ділянці між масами. Отримаємо: 
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  (4.63) 

де )(pQ  – характеристичний визначник системи )1( п -го порядку ( п  – число 

мас системи); )( pQr  – визначник, отриманий з характеристичного 

викреслюванням r -го стовпця і )1( п -го рядка ( 1,1  nr ). 

Елементи rmq ,  ( 1,1,  nrm ) визначника обчислюються за формулами: 

0, rmq  при 1,,1  mmmr ; 
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Представимо передавальні функції трансмісійної установки у вигляді 

),1( nr  : 
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де 
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Поліноми )(,1 prr  і )(p  визначаються за формулами (4.61). Для 

амплітудних характеристик трансмісійної установки отримаємо вирази виду: 
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де 

 




















...;)(

...;)(

...;)(

...;)(

5
5

3
31

4
4

2
20

5)(
5

3)(
3

)(
1

4)(
4

2)(
2

)(
0

kakakakD

kakaakС

kbkbkbkB

kbkbbkA

r

r

rrr
r

rrr
r

  (4.69) 



187 

 

 














...;)(

...;)(

5)(
5

3)(
3

)(
1,1

4)(
4

2)(
2

)(
0,1

kbkbkbkB

kbkbbkA

rrr
rr

rrr
rr

  (4.70) 

Відповідні фазові характеристики отримаємо у вигляді: 
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Запишемо частотні характеристики для еквівалентної трансмісійної 

установки (рис. 4.1), вважаючи 30n , 30r  
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 .  (4.75) 

Дослідимо вплив різних параметрів трансмісійної установки на її 

динамічні характеристики при гармонійному впливі, для чого введемо наступні 

безрозмірні величини: 

 k

kk

k


  , 

0

0



k

k  , мkм kT  – безрозмірні частоти;  (4.76) 

 30130,1 qqq  ; 30,1кTf  ; 
к
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T
v  ; кkм Tv  ,  (4.77) 



188 

 

де k , 0 , 12 , 1q , 30q  – величини, що визначаються за формулами виду: 
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Підставляючи значення коефіцієнтів )31,0( ja j , )30,0()30( jb j  і 

)29,0()30( jd j , з урахуванням введених позначень, отримаємо: 
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 .  (4.81) 

Отримані вирази, незважаючи на їх деяку громіздкість, зручні для аналізу 

найважливіших режимів. Зокрема, для резонансних режимів приймаємо: а) при 

резонансі на власній частоті двигуна 0k , 10 k ; б) при резонансі на власній 

частоті механічної системи kk  , 1kk . У разі недемпфованої механічної 

системи приймаємо 0f . 

Дослідимо нерівномірність обертання елементів трансмісійної установки, 

оцінюючи її за допомогою коефіцієнта нерівномірності обертання колеса: 
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де 30max s , 30min s  – екстремальні значення 30s ; 

 ms30  – середнє значення 30s . 

Коефіцієнт нерівномірності ходу при розглянутому гармонійному впливі 

пов’язаний з амплітудною характеристикою і з коефіцієнтом посилення кутової 

швидкості залежностями 

 
)(2)(2 3030 kvikY s  ,  (4.83) 

де )(
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)( 30 ikY
v

ks   – коефіцієнт посилення кутової швидкості обертання 

ведучих коліс транспортно-технологічного агрегату. 

Знайдемо вирази для коефіцієнта посилення швидкості в резонансних 

режимах, вважаючи 0k  і kk  : 
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де 
0

0


k
kw   – відношення резонансних частот. 

Знайдемо вирази для коефіцієнта посилення кутової швидкості, для чого в 

отриманих вище виразах слід покласти 0Tv , 00 k : 
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Знайдемо вирази для функцій похибок визначення коефіцієнта посилення 

кутової швидкості обертання ведучих коліс трактора в резонансних режимах при 

0k , тобто при резонансі на власній частоті двигуна, отримаємо 
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де )1()(~
0 TTs vv   – значення коефіцієнта посилення )(ks  при 0k  для 

еквівалентної трансмісійної установки. 

Аналіз виразу (4.88) показує, що верхньою межею значень функції похибок 

)(
~

0Г  є 
Tv

q
1

1
30 . Причому для реальних параметрів значення )(

~
0sГ  зазвичай 

близькі до одиниці. Таким чином, для оцінки порядку величин амплітуд 

коливання кутової швидкості ведучого колеса трактора в розглянутому 

резонансному режимі можна представляти трансмісійну установку за схемою з 

жорсткими ланками. 

Вираз для функції похибок в резонансному режимі на частоті механічної 

системи запишеться у вигляді: 
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Якщо покласти 0f , тобто знехтувати впливом демпфування в 

механічній системі, то вираз (4.89) істотно спроститься: 
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Функція )( ksГ   відповідно до (4.90) має мінімум 
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Дослідимо навантаженість трансмісійної установки транспортно-

технологічного агрегату, для чого визначимо коефіцієнт динамічності, що є 

коефіцієнтом посилення моменту сил пружності: 
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Скориставшись виразом (4.91), знаходимо: 
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Вважаючи 0Tv  і 00 k , отримаємо: 
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Розглянемо граничний випадок для абсолютно жорсткого з’єднання, для 

чого в загальному виразі (4.92) приймемо 30,1c , мv , 0kk . Тоді з 

урахуванням того, що 
12

0
2  Tkkм v , знаходимо: 
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Досліджуємо отриманий вираз (4.94), вважаючи коефіцієнт динамічності 

функцією безрозмірної частоти 0k . Продиференціювавши )(~ kм  і за 0k  

прирівнявши нулю похідну, отримаємо рівняння виду: 
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Рівняння (4.95) має позитивні дійсні корені 
2
0
 kz   за умови, що 
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де знак мінус визначає значення 
2
0

k , яке відповідає )(~max kм , знак плюс – 

значення 
2
0

k , яке відповідає )(~min kм . 

Зупинимося на розгляді резонансних режимів. У загальному випадку для 

резонансу на власній частоті двигуна 0k  отримаємо для коефіцієнта 

динамічності вираз виду: 
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де 

 11  fqa .  (4.98) 

Для випадку жорсткого з’єднання, відповідно до знайдених вище виразів, 

маємо: 
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Побудуємо функцію похибок у визначенні резонансних амплітуд на 

власній частоті двигуна 

 
222

2

0

0
0

)1()(~
)(

)(
~




TмT

Tм

м

м
м

vvav

vv
Г




 .  (4.100) 

Функція )(
~

0мГ  має максимум при 
122 )2(2   avv мT : 
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Аналізуючи вираз (4.100) для функції похибки, знаходимо, що при 
 rr vv  

функція похибки спрямована до одиниці, залишаючись більше одиниці. Крім 

того, при 
 TT vv 5,0  маємо 1)(

~
0 мГ . Отже, при 

 TT vv 5,0  1)(
~

max 0 мГ  і при 

 TT vv 5,0 ,. 1)(
~

0 мГ . 

В цьому випадку граничне значення відношення постійних часу 

трансмісійної установки 

Tv  досить мало, так що 

 TT vv . Тоді для оцінки 
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коефіцієнта динамічності в розглянутому режимі можна скористатися формулою 

(4.99), вважаючи з’єднання жорстким. 

Розглянемо резонансний режим на власній частоті трансмісійної 

установки. Вважаючи у формулі (4.92) kk  , знаходимо 
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Якщо характеризувати дисипативні властивості з’єднання коефіцієнтом 

поглинання 30,1 , то для лінеаризованого коефіцієнта 30,1k  неважко отримати 

залежність [208]: 
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.  (4.103) 

Для розглянутого режиму, з урахуванням введених вище позначень, маємо 
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де 
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q


  – приведений коефіцієнт поглинання трансмісійної 

установки. 

Розглядаючи коефіцієнт динамічності 
kkм k





)(  як функцію відношення 

постійних часу трансмісійної установки Tv , знаходимо значення 
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де A  – безрозмірний параметр; 
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Щоб оцінити вплив двигуна внутрішнього згоряння на коефіцієнт 

динамічності в розглянутому режимі будемо вважати, що в трансмісійній 

установці розсіювання енергії при коливаннях не відбувається. Вважаючи в 

виразі (4.102) 0f , знаходимо: 
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 .  (4.108) 

Крім того, визначимо коефіцієнт динамічності для багатомасової 

трансмісійної установки без двигуна. Покладемо в системі рівнянь руху (4.62) 

0двM . Передавальну функцію для моменту сил пружності, при прийнятих 

позначеннях, одержимо у вигляді: 

 
2

30,1230

30,1

30,1

1
)(

kppJ

c
pY

 
 . (4.109) 

Визначаємо коефіцієнт динамічності за формулою (4.91) 
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Для резонансного режиму, вважаючи у виразі (4.110) 1kk , отримаємо 

 f
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kм )( .  (4.111) 

Складемо вираз для відповідної функції похибок: 
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Аналіз отриманого виразу показує, що 1)( kмГ   при  TT vv , де 
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Таким чином, при  TT vv  функція похибок )( kмГ   більше, а при  TT vv  

менше одиниці. 
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Однією з важливих характеристик трансмісійної установки при оцінці 

коефіцієнта динамічності в розглянутому резонансному режимі є параметр мv , 

який представляє собою добуток її власної частоти і механічної постійної часу 

двигуна внутрішнього згоряння. 

Для трансмісійних установок, що мають параметри 1мv , значення 

відношення постійних часу Tv  зазвичай малі, тобто при реальних відношеннях 

постійних часу Tv  функція похибки )( kмГ   більше одиниці. Можна показати, що 

в цих випадках граничним значенням функції похибки буде: 
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Таким чином, для трансмісійних установок, що мають параметри 1мv , 

дійсні значення коефіцієнтів динамічності завжди більше, ніж ті, що 

визначаються при розрахунку з використанням характеристик двигуна. Похибки, 

що вносяться при цьому в розрахунок, тим більше, чим менше демпфування в 

механічній системі. 

Отримаємо також вираз для функції похибки )(0
kмГ  : 
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При реальних параметрах трансмісійних установок зі з’єднаннями досить 

високої жорсткості функція похибки )(0
kмГ   зазвичай значно менше одиниці. Це 

буде свідчити про істотне завищення коефіцієнта динамічності в резонансному 

режимі, якщо при розрахунку знехтувати розсіюванням енергії при коливаннях 

в механічній системі. 

Знайдемо тепер вираз для функції похибки )( kмГ  : 
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Дослідження даної функції похибки дозволить оцінити вплив процесів в 

двигуні на коефіцієнт динамічності трансмісійної установки. Близькість частот 

k  і 2k  дають підставу припускати, що цей вплив не є суттєвим. 

Аналіз отриманого виразу (4.116) показує, що функція похибки )( kмГ   

мінімальна при 
0
TT vv   
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Для трансмісійних установок з великими параметрами )1( мм vv  

значення 
0
Tv , що визначаються за формулою (4.117), зазвичай невеликі (в межі 

наближаються до нуля). З ростом параметра мv  функція похибки наближається 

до граничного максимального значення 
1

1)(max  qГ kм  . 

Таким чином, визначення коефіцієнта динамічності для трансмісійної 

установки з досить великим параметром мv  без урахування впливу динамічних 

процесів в двигуні може привести до значних похибок. 

В межі відносна похибка, що характеризує завищення величин коефіцієнта 

динамічності в резонансному режимі при зазначеному припущенні, становить 

)%1(100 1 q . Отже, двигун сприяє значному демпфуванню в розглянутому 

резонансному режимі. 

Слід зазначити, що розсіювання енергії в механічній системі трансмісії 

впливає на величину коефіцієнта динамічності в значно більшій мірі, ніж на 

характеристики нерівномірності ходу транспортно-технологічного агрегату. 

4.6 Вплив обертання елементів трансмісії, як пружної системи, на власні 

коливання 

В нормальних умовах експлуатації правильно спроектованої машини 

спостерігаються нерезонансні вимушені коливання, які можуть викликати 

втомні пошкодження деталей. В умовах виникнення резонансу їх амплітуди 
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різко підвищуються, що може призвести до руйнування впродовж малого 

проміжку часу. 

В обох випадках для забезпечення належного рівня динамічних напружень 

необхідно при проектуванні машини розв’язувати задачу коливань моторно-

трансмісійної системи. Розв’язок такої задачі починається з визначення власних 

частот та форм коливань, які визначають резонансні режими. 

Останні повинні бути виведені за межі робочого діапазону швидкостей, що 

досягається відповідним вибором масових характеристик системи та її 

жорсткості. 

Роботи, які спрямовані на вирішення поставлених задач, розглядаються 

власні частоти та форми коливань системи в загальному випадку та при 

обертанні останньої відносно однієї з головних осей інерції. 

Однак, не дивлячись на сучасний стан проектування, виготовлення та 

складання, доволі часто спостерігається обертання валів, з розташованими на 

них масами (наприклад, валів коробки змінних передач з шестернями на них), 

відносно осей, які не співпадають з віссю інерції. 

Необхідно відмітити, що такий поворот вектору кутової швидкості може 

спостерігатися і при зношуванні в процесі експлуатації опор валу. Окрім того, 

найбільш цікавою є динамічна характеристика системи з пружними в’язями, що 

дозволить врахувати передачу крутильних коливань. 

Розглянемо випадок обертання системи навколо вісі, яка розташована 

достатньо близько до вісі інерції даної системи. Окрім того, представимо 

систему у вигляді дискретної моделі, яка складається з матеріальних точок, 

з’єднаних між собою пружними безінерційними в’язями. 

Тоді в дискретній розрахунковій схемі такого типу радіус-вектор 
0

іr


 і -ої 

матеріальної точки в нерухомій системі координат можна представити у вигляді: 

 iісі urrr


 00
.  (4.118) 

Переміщення iu


, яке викликане пружними деформаціями, можна виразити 

через узагальнені координати )(tq  та одиничні пружні переміщення ik


: 
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де п  – число ступенів вільності в пружному русі. 

Положення рухомої системи координат xyz , вісі якої є головними 

центральними осями системи, відносно нерухомої задається шляхом 

послідовних поворотів на кути  ,   та   навколо відповідних осей (рис. 4.8, а).  

 

Рисунок 4.8 – Динамічна (а) та дискретна (б) моделі валопроводу трансмісійної 

установки транспортно-енергетичного засобу 

Кути   та   в розрахунках приймаються достатньо малими, а кут   

таким, що має значну величину. 

Приймемо, що вектор кутової швидкості обертання системи 


 

спрямований вздовж вісі 1ох . Тоді проекції вектору 


 на вісі xyz  матимуть 

наступні значення: 
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  x ,   y ,   z . (4.120) 

Система рівнянь, що описує власні коливання дискретної моделі, яка 

обертається, може бути представлена у вигляді: 
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 (4.121) 

При цьому коефіцієнти xyb , xzb , yyb , zzb , vl  та vs  є функціоналами маси 

іm  матеріальної точки системи, її радіус-вектору ir


 та одиничного пружного 

переміщення ik


. 

Динамічна модель, яка досліджується, являє собою два жорстких тіла, 

з’єднаних пружним елементом. 

Дискретна розрахункова схема в цьому випадку складається з восьми 

матеріальних точок, які попарно розташовані в ортогональних площинах 

(рис. 4.8, б). 

Усі в’язі, окрім 21 ОО  , приймаємо абсолютно жорсткими. Окрім того, 

в’язь 21 ОО   будемо вважати жорсткою на деформацію розтягання-стиск. 

Незакріплена система для випадка 0  в своєму вільному русі має п’ять 

ступенів вільності. Для вивчення найбільший інтерес представляють тільки дві 

форми власних крутильних коливань: симетрична та антисиметрична в площині 

xoz . 

Для розрахунку моделі використаємо спосіб складання рівнянь руху 

дискретних моделей, представлений в роботі [209]. Тоді система рівнянь, яка 

описує власні коливання дискретної моделі, яка обертається навколо вісі, що 

близька до вісі Ох  з кутовою швидкістю  , матиме вигляд: 
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 (4.122) 

Перше та третє рівняння системи (4.122) розв’язуються спільно та 

показують вплив додаткових відцентрових сил інерції та сил Коріоліса на 

перший і третій тони коливань. 

Четверте та п’яте рівняння системи (4.122) визначає вплив обертання на 

четвертий та п’ятий тон. Тільки пружні коливання по другому (несиметричному) 

тону пов’язані з коливаннями головних вісей інерції ( 02 xzb ). 

Таким чином, головна система рівнянь має наступний вигляд: 
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 (4.123) 

Розв’язок будемо шукати у вигляді ptaq sin2  , ptbsin  та ptccos . 

Рух системи по власним формам коливань включає періодичну зміну 

узагальненої координати 2q , яка відповідає несиметричній формі, а також 

періодичні зміни малих кутів   та   (рух головних осей інерції відносно 

інерційних). 

Рух системи по власній формі, яка відповідає частоті 1р , обумовлений в 

основному силами інерції обертання. 

Якщо дану модель розглядати як абсолютно жорстку, то отримаємо: 
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 . (4.124) 
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Частота ар1  являє собою частоту періодичної зміни кутів   та   (або у  

і z ) при малих коливаннях осей xyz . 

З розглянутої дискретної моделі можна отримати залежність (рис. 4.9) 

зміни частот 1р  та ар1  від величини кутової швидкості обертання системи. 

 

Рисунок 4.9 – Залежність власних частот коливань від кутової швидкості 

обертання системи 

З отриманої залежності можна зробити висновок, що збільшення частоти 

обертання системи відносно вісі, яка близька до головної вісі інерції, призводить 

до підвищення власної частоти коливань. Окрім того, внаслідок впливу 

пружності конструкції, спостерігається, що арр 11  . Також, власна частота 2р  – 

це частота другого тону коливань 20р , яка змінена в результаті впливу 

обертання. Слід зазначити, що власне число 3р , відповідає тривіальному 

розв’язанню системи. 

4.7 Оцінка втомної міцності елементів трансмісійної установки при 

випадковому навантаженні 

Міцність матеріалів при впливі змінних навантажень характеризується 

кривою втоми. Вона висвітлює залежність між найбільшими значеннями 
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змінного циклічного напруження в матеріалі а  і числом циклів цих напружень 

N  до руйнування. 

При побудові залежності числа циклів змінного напруження в матеріалі 

деталі до руйнування від зміни їх амплітуд в логарифмічних координатах 

Na lglg   крива втоми зображується ламаною лінією, ліва гілка якої нахилена 

до вісі абсцис під кутом  , а права гілка умовно приймається горизонтальною 

внаслідок малого її нахилу в дійсності і поширення на таке велике число циклів 

зміни навантаження, яке передбачається рідкісним через обмеження терміну 

служби трансмісійної установки трактора [210]. 

Спільність виду втомних кривих для різних матеріалів і зразків дозволила 

використовувати їх аналітичний вираз і порівнювати характеристики втомної 

міцністю не зіставленням кривих в цілому, а зіставленням окремих числових 

показників. 

Найбільш поширеним аналітичним описом кривої втоми є ступенева 

залежність [211]: 

 ANт
а  , (4.125) 

де А  – постійне число. 

Для дискретної повторюваності циклів напруження в матеріалі деталі 

математичний вираз лінійного накопичення втомного пошкодження має вигляд 

[68]: 

 




r

i i

i L
N

n

1

, (4.126) 

де iп  – число циклів з амплітудою i -го рівня, що спостерігаються за процес; iN  

– число циклів з амплітудою i -го рівня, при безперервній дії яких матеріал 

руйнується; r  – кількість рівнів напруження, що охоплює весь діапазон зміни 

його за розглянутий процес; L  – показник пошкодження. 

Відповідно до даної кумулятивної гіпотези, руйнування в матеріалі настає 

при 1L . Однак численні експериментальні дослідження показують, що 
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показник пошкодження L  при поломці відрізняється від одиниці. При цьому 

формула (4.126) набуває вигляду [212]: 

 




r

i i

i а
N

n

1

. (4.127) 

Величина а  залежить в основному від матеріалу деталі і частково від 

параметрів спектру амплітуд напружень. У зв’язку з цим для розрахунків 

еквівалентного напруження умову підсумовування ушкоджуючих впливів 

різних циклів, зберігаючи лінійність, відносять до деякої розрахункової кривої 

втоми, що відрізняється від вихідної показником ступеня т . 

При розрахунку абсолютної довговічності врахування такої поправки є 

дуже суттєвим. При розрахунку порівняльної довговічності розкид показника а  

в звичайних для сталей межах (0,8 ... 1,4) призводить до невеликих відмінностей 

показника ступеня розрахункової кривої втоми від дійсної. 

Таким чином, можна зробити висновок, що використання в порівняльних 

розрахунках співвідношення (4.126) не дає великих похибок навіть в тому 

випадку, коли параметри спектрів амплітуд порівнюваних режимів будуть 

значно відрізнятися [213]. 

Введемо в розгляд два режими навантаження елементів трансмісійної 

установки: для руху транспортно-технологічного агрегату постійної і змінної 

мас. Тоді, для моменту, коли накопичені ушкодження в металі рівні, отримаємо: 

 varcons LL  ,  (4.128) 

а з урахуванням виразу (4.126) можемо записати: 
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. (4.129) 

Оскільки розрахунок навантаженості елементів трансмісії ведеться за 

напруженнями, визначеними згідно із законом втомного руйнування, то для 

циклів будь-якого рівня можна записати: 

 01NN m
i

т
аi  , (4.130) 

де 1  – межа витривалості. 
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Тоді 
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а з виразу (4.129): 
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. (4.132) 

З огляду на те, що для даної деталі величини 1  і 0N  не залежать від 

режиму навантаження, то залежність (4.132) набуде вигляду: 
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Нехай транспортно-технологічний агрегат виконує технологічний процес 

з деяким значенням роботи А , що витрачається, а робота до зіставного ступеня 

пошкодження матеріалу дорівнює *А . 

Тоді кількість циклів кожного спостережуваного рівня до моменту 

зіставлення на порівнюваних режимах роботи транспортно-технологічного 

агрегату можна виразити через результати експериментальних досліджень у 

вигляді: 
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, (4.134) 

де штрих означає, що відповідне значення отримано на підставі реалізації 

процесу. 

Підставимо (4.134) в (4.133): 
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Тоді співвідношення робіт на даних режимах: 
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Отриманий вираз можна розглядати як коефіцієнт еквівалентності робіт, 

витрачених на переміщення транспортно-технологічного агрегату при постійній 

і змінній масах останнього. Позначаючи його буквою еk , отримаємо: 

 
**
varecons AkA  . (4.137) 

Приведене напруження усталеного режиму пр , еквівалентне даному 

несталому режиму визначиться з залежності виду: 
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Тоді, запас міцності можна визначити з рівняння виду: 
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.  (4.139) 

Для більш повного аналізу формування втомного навантаження елементів 

трансмісії, сформуємо алгоритм визначення кількості перемикань передач в 

процесі виконання транспортно-технологічної операції, використовуючи метод 

Монте-Карло. Враховуючи змінність гакового навантаження, визначимо 

кількості перемикань передач, що припадають на одиницю пройденого шляху. 

Для вирішення поставленої задачі тягова характеристика машини 

зіставляється по осі абсцис з функцією розподілу по шляху швидкості руху за 

умовою безпеки ),( крпs VVF , а по осі ординат – з функцією розподілу по шляху 

коефіцієнтів опору руху )( cs fF  [214] і розбивається на квадрати (рис. 4.10). 
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Рисунок 4.10 – Приклад розбиття тягової характеристики мобільного 

енергетичного засобу на квадрати для визначення кількості переключення 

передач 

Функція розподілу по шляху швидкості руху за умовою безпеки будується 

за виразом виду: 

 
)()()( , крsnsкрпs VFVFVVF  , (4.140) 

де )( пs VF  – функція розподілу по шляху швидкості руху з урахуванням 

обмеження швидкості тільки системою підресорювання; 

 )( крs VF  – функція розподілу по шляху критичної швидкості, при якій 

починається бічне відведення. 
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Імовірність руху в квадраті ij  можна визначити як: 

 jiij ppр  , (4.141) 

де ip  – ймовірність руху за умовою безпеки в i -му швидкісному інтервалі 

(визначається за функцією ),( крпs VVF ); 

 jp  – ймовірність руху в j -му навантажувальному інтервалі (визначається за 

функцією )( cs fF ). 

Рух агрегату з імовірністю, що дорівнює одиниці, може відбуватися лише 

в областях, розташованих лівіше і нижче тягової кривої. Тому обчислені 

ймовірності ijр  необхідно пронормувати за виразом виду: 
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р . (4.142) 

Припускаючи, що на сталих режимах роботи двигун працює по зовнішній 

характеристиці, визначимо ймовірність того, що з режиму ij  машина потрапить 

в граничний режим К . 

Під граничним режимом будемо розуміти рух машини в квадраті, що 

примикає до тягової характеристики. 

Для обчислення зазначеної ймовірності використовуємо задачу блукання 

методу Монте-Карло. 

Можна показати [215], що з імовірністю, що дорівнює одиниці, машина в 

кінці кінців потрапить в один з граничних режимів. 

Якщо промоделювати блукання машини N  раз, змушуючи її щораз 

виходити з квадрату ij , і підрахувати кількість L  випробувань, при яких шлях 

машини закінчується в точці К , то ймовірність досягнення з режиму ij  

граничного режиму К  становить: 

 N

L
рk  . (4.143) 
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Імовірність переходу з режиму ij  в один із сусідніх режимів залежить від 

імовірності цих режимів. 

Якщо відносні ймовірності сусідніх режимів 1, 2, 3, 4 відповідно 1р , 2р , 

3р , і 4р , то перехід з режиму ij  в один із сусідніх можна здійснити, наприклад, 

за наступним правилом: 

1. )1(,0 1  jiijрр ; 

2. jiijрррp ),1(211  ; 

3. )1(,32121  jiijpрррpp ; 

4. jiijрppp ),1(1321  . 

Значення р  можна взяти з таблиці випадкових чисел [4] або з генератора 

випадкових чисел. Координатні вісі слід вважати екраном відображення, а тягову 

криву – екраном поглинання, тобто при досягненні квадрата, що примикає до 

координатної вісі, подальше блукання (рух) можливий, а при досягненні 

квадрата, що примикає до тягової кривої, блукання зупиняється. 

Імовірність здійснення розгону з режиму ij  в К  з більшою швидкістю руху 

складе: 

 

),( крпs

k

ijk

розг VVF
p

р
р  , (4.144) 

де 
i j

ijkk pр ; kijijk pрр   – ймовірність переходу з ij  в К ; 

 ),( крпs VVF  – ймовірність руху зі швидкістю iVV  ; а при переході з ij  в К  з 

меншою швидкістю: 
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р  . (4.145) 
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Якщо при переході з ij  в К  відбувається перетин вертикальної лінії АБ , 

що з’єднує тягові криві на сусідніх передачах, то це означає, що з ймовірністю 

розгр  здійснюється одне перемикання з однієї передачі на сусідню. 

Кількість перемикань з однієї передачі на сусідню можна підрахувати як: 

 

т

розгрп
1

, (4.146) 

де т  – кількість перетинів вертикальної лінії, що з’єднує тягові криві на 

сусідніх передачах при переході з різних ij  в різні К . 

Розрахуємо кількість перемикань передач для трактора третього тягового 

класу ХТЗ-17221. Функції розподілу )( cs fF  та ),( крпs VVF  взяті з роботи [216]. 

Тягова характеристика машини була розбита на тридцять квадратів, з яких 

дев’ять – граничних, дев’ять квадратів примикають до вісі абсцис (вісь V ), п’ять 

– до вісі ординат (вісь cf ). 

Моделювання блукань машини з кожної неграничної клітини 

повторювалося по 40 разів. 

Для моделювання блукань використовувалася таблиця випадкових чисел з 

[217]. Результати розрахунку кількості перемикань передач зведені в табл. 4.1. 

Таблиця 4.1 – Результати теоретичного моделювання перемикання передач 

трактора третього тягового класу методом Монте-Карло 

Передачі II II – III III – IV IV – V IV – III III –II 

Кількість 

перемикань 
1,29 2,28 1,31 0,72 0,006 0,02 

 

Слід зазначити, що досягнення при блуканні клітин, прилеглих до вісі 

ординат (зупинки), спеціально не фіксувалися. Відсутність даних перемикання з 

п'ятої передачі на четверту можна пояснити недостатністю кількості клітин, на 

які була розбита тягова характеристика. 
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4.8 Формування моменту опору і буксування на ведучому колесі трактора 

Робота тракторного агрегату в умовах сільськогосподарського 

виробництва супроводжується безперервними коливаннями навантаження. 

Коливання навантаження передаються на двигун і викликають зміну швидкості 

обертання його колінчастого валу і швидкості поступального руху трактора. 

При зростанні величини імпульсів швидкість знижується і агрегат 

рухається з уповільненням, а при зменшенні їх – швидкість збільшується і 

агрегат рухається з прискоренням (розгін). 

Параметром, що найбільш повно відображає умови роботи агрегату, є 

момент опору на ведучому колесі трактора. 

Динамічна схема машинно-тракторного агрегату з пружним зв’язком в 

приводі ведучих коліс представлена на рис. 4.11. 

Приймемо наступні позначення: 

nIII  21  – моменти інерції рухомих частин двигуна і обертових частин 

трансмісії, що приведені до валу муфти зчеплення; 

3I  – приведений до ведучих коліс момент інерції агрегату від 

поступального руху; 

дМ  – крутний момент двигуна; 

фМ  – момент тертя муфти зчеплення; 

вМ  – момент опору на ведучому колесі трактора; 

fМ , cM  – моменти опору пересуванню трактора і знаряддя; 

1 , 2 , 2 , 3  – кутові швидкості колінчастого валу двигуна, переднього і 

заднього кінців валу трансмісії, умовного валу трактора. 

Муфти 1 і 2 імітують муфту зчеплення трактора і рушій, який взаємодіє з 

ґрунтом. 

При рушанні агрегату спочатку розганяються маси, що обертаються, які 

кінематично пов’язані з первинним валом трансмісії, а потім поступово-рухомі 

маси. 
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Рис. 4.11 – Динамічна схема МТА з пружним зв’язком 

Після припинення буксування муфти зчеплення 1 рух системи можна 

описати двома рівняннями: 

 втрптр М
dt

d
iIi

dt

d
КС 
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 ,  (4.147) 

 cfбв MМ
dt

d
IМ 


3 ,  (4.148) 

де С  і К  – жорсткість і коефіцієнт демпфування трансмісії трактора; 

 трi  і б  – передавальне число трансмісії і ККД буксування; 

 3 б  – співвідношення між кутовими швидкостями згідно динамічної 

схеми МТА. 

Припустимо, що складові тягового балансу моменти опору вМ , fМ  і cM  

змінюються за гармонійним законом. 

Характеристику пружного елемента приймаємо прямолінійною, тобто кут 

закручування його пропорційний до діючого моменту: 

 усМ  , (4.149) 

де С  – жорсткість пружного елемента; 

 у  – кут закручування пружного елемента. 

Опір демпферу приймаємо пропорційним швидкості закручування: 
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де дk  – коефіцієнт опору демпфера. 

Кут закручування пружного елемента у  представимо як суму 

попереднього кута закручування 0  і змінного п . Попередній кут закручування 

створюється постійної складової моменту опору на ведучому колесі трактора: 

 трв i
dt

d
КСМ 
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00


 .  (4.151) 

З огляду на сказане, рівняння (1) і (2) перетворимо до виду: 
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де М  – амплітуда коливань моменту опору; 

 f  – частота коливань моменту опору. 

Розділивши вираз (4) на nmp Ii , а (5) на 3Iб  і взявши їх різницю, отримаємо: 
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.  (4.154) 

Ліва частина рівняння (6), що представляє різницю прискорень переднього 

і заднього кінців валу трансмісії, є не що інше як їх відносне прискорення, тобто 

прискорення закручування пружного елементу. Після перетворень, рівняння (6) 

набуде вигляду: 
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Отримане диференційне неоднорідне рівняння визначає закон 

закручування пружного елемента. Цей закон представляє вимушені коливання 

від збурюючого гармонійного моменту. Рівняння має розв’язок: 

 )2sin(   ftAM ,  (4.157) 

де MA  – амплітуда вимушених коливань; 

   – зсув фази коливань в порівнянні з фазою збурюючого моменту. 

Виключимо з прийнятого рівняння демпфер, тобто nд hk  , Тоді, 

підставивши значення   в рівняння (4), визначимо кутову швидкість 
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де o  – середня кутова швидкість. 

З виразу випливає, що коливання частоти обертання валу двигуна 

( o 2 ), отже, і коливання поступальної швидкості руху, залежать від 

амплітуди коливань моменту опору на ведучому колесі трактора, а також 

моментів інерції ведучої і веденої частин агрегату. 

При цьому амплітуда коливань кутової швидкості колінчастого валу 

залежить прямо пропорційно від амплітуди коливань моменту опору, в той час 

як її залежність від моменту інерції, виражається досить пологою кривою, 

особливо при більш високих значеннях моменту інерції. 

Це означає, що збільшення моменту інерції системи, приведеного до 

маховика двигуна, не завжди може ефективно знижувати амплітуду коливань 

кутової швидкості колінчастого валу двигуна при зростанні амплітуди коливань 

навантаження. Амплітуда коливань моменту опору визначиться з виразу (4.158): 
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де бkосeрv rv  )(2 2   – добуток коефіцієнта нерівномірності і середньої 

швидкість руху агрегату. 

Таким чином, з підвищенням швидкості руху за рахунок впливу пружного 

елемента знижується інтенсивність росту нерівномірності моменту опору. 

Отже, з підвищенням швидкості руху роль пружної ланки як гасителя 

коливань в трансмісії трактора підвищується. 

Оскільки зниження жорсткості трансмісії зменшує нерівномірність 

моменту опору і сприяє більш плавній передачі навантаження на опорну 

поверхню, то вибір жорсткості повинен бути таким, при якому загальне значення 

коливань моменту було б мінімальним. 

Як випливає з рівняння (4.159), при 0С  значення нерівномірності 

моменту опору буде мінімальним, але прийнята динамічна схема МТА в цьому 

випадку перетворюється в безінерційну систему. При  

 1
)2( 22


 nfIf

C


 (4.160) 

величина M  має від’ємне значення, тобто рух агрегату при заданій жорсткості 

з отриманою нерівномірністю моменту опору неможливий. 

Отже, для зниження нерівномірності моменту опору на ведучому колесі 

трактора необхідно вибрати жорсткість пружних елементів за умови 
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22





fIf

C

n
. (4.161) 

Таким чином, в ході досліджень, отримана аналітична залежність, яка 

показує вплив жорсткості трансмісії і швидкості руху на нерівномірність 

моменту опору на ведучому колесі трактора. 

Встановлено, що зі збільшенням швидкості руху значно зростає 

нерівномірність моменту опору на ведучому колесі трактора, що погіршує 

тягово-зчіпні властивості агрегату. 
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Виконані дослідження показують, що зниження приведеної жорсткості 

трансмісії трактора шляхом застосування в приводі ведучих коліс гасителів 

коливань значно зменшує нерівномірність моменту опору. 

Зниження нерівномірності моменту опору дозволяє зменшити як 

абсолютне значення, так і інтенсивність росту буксування зі збільшенням 

швидкості руху. 
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 4 

1. Синтезовано еквівалентну схему трансмісійної установки з урахуванням 

змінного характеру впливу зовнішніх чинників на динаміку її вхідних елементів, 

на основі якої проведено аналіз вільних коливань моментів, що навантажують 

трансмісію трактора ХТЗ-17221 в складі причіпного та напівначіпного агрегату 

змінної маси. Встановлено, що напівначіпна схема агрегатування транспортно-

технологічної машини призводить до збільшення відносного моменту пружності 

трансмісії трМ , та на шині шМ . Таке збільшення пояснюється збільшенням 

коливань центру мас напівначіпного агрегату, а, отже, і збільшенням коливань 

дотичної сили тяги. 

2. Зміни амплітуд моментів пружності трансмісії трМ  та на колесі шМ  під 

час розвантаження транспортно-технологічної сільськогосподарської машини 

підтверджені амплітудно-фазовими характеристиками (на прикладі агрегату 

ХТЗ-17221 + МЖТ-10). Доведено, що зменшення маси сільськогосподарської 

машини спричиняє зменшення амплітуди коливань пружних моментів в 

трансмісії та на ведучому колесі майже на 67% (з 0,75 до 0,25 від 0М ) для 

причіпної машини та на 80% (з 1,2 до 0,26 від 0М ) для напівначіпної машини. 

3. Уточнені осцилограми перехідних функцій моменту трМ  сил 

пружності, що виникають в еквівалентній трансмісійній установці трактора в 

складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси. Встановлено, що при 

виконанні технологічного процесу агрегатом, зміна гакового навантаження 

формує змінні за величиною та часом крутні моменти на валах, значення яких 

мають від’ємне значення (від – 410 до –1900 Нм). Такий періодичний вплив може 

викликати втомні руйнування валу за рахунок його циклічного закручування за 

чи проти годинникової стрілки. 

4. Уточнена теорія формування сили опору перекочування ведучого колеса 

трактора в складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, яка, на 

відміну від існуючих, враховує нестаціонарність гакового навантаження 
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внаслідок коливальних рухів центру мас. Доведено, що останню можна 

представити у вигляді кусочно-лінійної функції, що характеризує скидання та 

накидання навантаження, які періодично змінюють одне одного. 

5. Аналіз виразів для екстремальних значень перехідних функцій відносної 

швидкості обертання ведучих коліс і моменту сил пружності в трансмісійній 

установці дозволяє вказати шляхи зменшення динамічних явищ при накиданні 

навантаження. Зокрема, для цього слід збільшувати момент інерції кінцевої 

частини трансмісійної установки, підвищувати демпфірування, вибирати двигун 

внутрішнього згоряння з можливо меншою постійної часу  і більшою 

швидкістю обертання колінчастого валу на холостому ходу . 

  

двT
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РОЗДІЛ 5 

КОНЦЕПЦІЯ І МЕТОДОЛОГІЯ ЗНИЖЕННЯ НАВАНТАЖЕНОСТІ 

ТРАНСМІСІЙНОЇ УСТАНОВКИ ТРАКТОРА У СКЛАДІ ТРАНСПОРТНО-

ТЕХНОЛОГІЧНОГО АГРЕГАТУ ЗМІННОЮ МАСИ 

Розглянуто методологію аналізу і формування довговічності трансмісійної 

установки трактора в складі агрегату змінної маси, при виконанні транспортно-

технологічної операції, з використанням простору енергетичних конфігурацій. 

Науковою новизною отриманих результатів є залежність між роботою, 

витраченою агрегатом при виконанні технологічної операції, і довговічністю 

трансмісійної установки трактора. 

5.1 Зв’язок між роботою агрегату і довговічністю трансмісії 

З огляду на залежність (3.26), можна говорити про те, що на колесі 

трактора, при зміні маси транспортно-технологічного агрегату, формується 

робота, яка, в найзагальнішому випадку, передається на демпфуючі елементи 

підвіски трактора, викликаючи коливання останнього, і на вісь колеса, 

формуючи потенційну енергію деформації валів трансмісії. 

На підставі закону збереження енергії, потенційна енергія деформації 

елементарного паралелепіпеда, виділеного в товщі деталі, дорівнює роботі 

зовнішніх сил, прикладених до його граней [218]. При обчисленні даної роботи 

приймемо припущення, що зовнішній момент опору на колесі в нескінченно 

малий проміжок часу поступово зростає від нуля до деякого кінцевого значення. 

Дане припущення можливе в рамках прийнятого уявлення величини моменту 

опору у вигляді кусочно-неперервної функції (див. п. 4.3). Тоді робота 

внутрішніх крутних моментів, на деякому куті закручування валу трансмісії, 

визначиться залежністю виду [218]: 
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де крМ  – крутний момент, що виникає в перерізі валу; 

 l  – довжина валу; 

 G  – модуль пружності другого роду; 

 pJ  – полярний момент інерції перерізу валу. 

З огляду на той факт, що внутрішні зусилля, що перешкоджають розвитку 

деформацій, рівні за значенням зовнішнім силам і протилежно їм направлені, 

можна говорити про те, що робота зовнішніх сил, що діють на колесо  

( кvarкconк ААА  ) дорівнює взятій з протилежним знаком роботі внутрішніх сил 

[36]. Можемо записати: 
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Тоді, величина крутного моменту, що виникає в перерізі валу, може бути 

визначена через роботу агрегату по залежності виду (з урахуванням формули 

(3.26) і при переході до роботи на деякій ділянці шляху): 
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Умову міцності по граничному стану втомного руйнування запишемо у 

вигляді [219]: 
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де 1  – межа витривалості на згин; 

 7,1][ s  – нормативний коефіцієнт запасу в розрахунках на втому; 

   – відношення межі витривалості на згин до межі витривалості на кручення; 

 а   та а   – приведені амплітуди, що визначаються з залежностей виду: 
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де pкраа WМ /  – амплітудні значення нормальних і дотичних напружень 

в перерізі з полярним моментом опору pW ; 

 0 mm   – середні значення нормальних і дотичних напружень; 

 1 , и , 1 , и  – межі витривалості і межі міцності при згині і крученні; 

 К , К  – ефективні коефіцієнти концентрації при згині і крученні; 

 FК  – коефіцієнт впливу шорсткості поверхні; 

 dК  – коефіцієнт впливу абсолютних розмірів деталі. 

Остаточно, умова міцності елементів трансмісії трактора, в залежності від 

роботи, витраченої агрегатом на його базі при виконанні транспортно-

технологічної операції, набуде вигляду: 
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З отриманої залежності можна визначити максимальне значення роботи, 

виконуваної агрегатом на переміщення центру мас, яка обмежена за втомним 

руйнуванням елементів трансмісійної установки: 
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З огляду на отриману залежність, можна говорити про те, що при 

виконанні транспортно-технологічним агрегатом змінної маси технологічного 

процесу величина кvarA  повинна наближатися до мінімуму. Тільки в такому 

випадку можливе зниження навантажень в трансмісії трактора і підвищення 

довговічності її елементів. 

5.2 Прискорення центру мас як величина, що формує енергетику руху 

агрегату 

З огляду на теореми, що отримані в розділі 2, можна говорити про те, що 

рух системи «трактор – транспортно-технологічна машина змінної маси» можна 
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розглядати в контексті руху центру мас системи, враховуючи рівність 

внутрішніх сил даної системи між собою. 

Тоді, можна говорити про те, що рух центру мас даної системи в кожен 

момент часу еквівалентний руху матеріальної точки з масою, що дорівнює масі 

системи в даний момент часу, на яку діє сила, що дорівнює результуючій сил, 

прикладених до системи: 

 



F

dt

vmd c )(
,  (5.9) 

де cv  – швидкість руху центру мас системи; 

 т  – маса системи в даний момент часу (квазістатична маса); 

 F  – головний вектор системи сил, яка прикладена до агрегату. 

Помножимо рівняння (5.9) на переміщення центру мас системи, яке 

викликано зміною маси транспортно-технологічного агрегату vardS  і 

переміщенням останнього в просторі condS  за розглянутий проміжок часу: 
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 .  (5.10) 

Розкриваючи дужки і виносячи квазістатична масу за знак диференціала, 

отримаємо: 

 
varconvar

c
con

c dSFdSFdS
dt

dv
mdS

dt

dv
m   .  (5.11) 

Якщо врахувати, що concon dSFdА  , а varvar dSFdА  , то можемо записати: 

 
con

c
con dS

dt

dv
mdА  ; (5.12) 

 
var

c
var dS

dt

dv
mdА  . (5.13) 

Величина аграгрcon SamА  , що визначається залежністю (5.12), являє 

собою роботу, необхідну для самопересування транспортно-технологічного 

агрегату в просторі на відстань агрS  з прискоренням агра , яка визначається на 

підставі тягового балансу трактора. 
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Величина ccvar SmaА   – робота, що витрачається агрегатом на 

переміщення cS  центру мас агрегату з прискоренням са  в результаті зміни його 

маси. 

Таким чином, можна стверджувати, що між роботою, що витрачається 

агрегатом, і прискоренням центру мас існує прямопропорційна залежність. Тому, 

використовуючи залежність (5.8), і приймаючи 0агра , отримаємо умову 

втомної міцності деталей трансмісійної установки з урахуванням прискорення 

центру мас са  на деякому переміщенні cS : 
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Використовуючи отриману залежність можна визначити вплив зміни 

прискорення руху центру мас транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

на навантаженість деталей трансмісійної установки трактора. 

5.3 Формування та апроксимація простору енергетичних конфігурацій 

руху агрегату змінної маси 

Представимо отриману залежність (5.14) графічно на просторі 

енергетичних конфігурацій руху системи. У найбільш загальному вигляді, як це 

було доведено в п. 3.3, простір конфігурацій визначається нормальними 

законами розподілу вхідного Р  і вихідного сS  параметрів, геометрична 

інтерпретація декартового добутку множин значень яких визначає даний простір 

– рис. 5.1. 

Як було встановлено в п. 3.4, даний простір має екстремум – точку 

мінімального значення роботи, витраченої агрегатом при виконанні 

транспортно-технологічної операції, і даний екстремум єдиний. Виходячи із 

залежності (5.8) можна говорити про те, що зниження навантаженості трансмісії 

можливо в разі наближення точок простору енергетичних конфігурацій до 

даного мінімуму, тобто: 



223 

 

 

min
)(4,3 2

1
22

1
2

1
2
1

222


 







 KKGJ

KKlW

p

dFp
.  (5.15) 

У цьому випадку площа, що обмежена безліччю пар cSР   (робота з 

переміщення центру мас агрегату )( cSА , і, відповідно, сума кvarкcon AА  ) буде 

мінімальна. 

 

Рисунок 5.1 – Геометрична інтерпретація простору енергетичних конфігурацій 

руху агрегату 

Розглянемо формування простору енергетичних конфігурацій руху 

агрегату з урахуванням розподілу параметрів. Для цього, першочергово, 

промоделюємо рух транспортно-технологічної машини змінної маси 

(напівпричепа) з урахуванням її коливань в вертикальній площині для 

визначення її стійкості при русі у просторі. 

Схема напівпричепа показана на рис. 5.2. Розглядається обернена задача, 

тобто приймаємо, що точка зчіпки нерухома, а поверхня дороги подається під 

колеса з постійною швидкістю v . 
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Рисунок 5.2 – Схема горизонтально-поперечних коливань напівпричепа 

Коливання напівпричепа приймаються достатньо малими, зазорів в 

зчіпному пристрої немає, а кочення шин по дорозі відбувається без прослизання. 

Ресори незалежної балансирной підвіски напівпричепа приймемо у вигляді 

твердих балок, що мають можливість вільно обертатися навколо вісі ВВ  , з 

пружними елементами жорсткості рс  на кінцях. Амортизатори з коефіцієнтами 

опору К  кріпляться до вісей передніх коліс і до кузова напівпричепа в точках D  

і D  . 

Напівпричіп представлений чотирьохмасовою системою: маса 1М  

підресореної частини напівпричепа розташована в точці 0С  (при невідхиленому 

положенні кузова напівпричепа) на висоті 1h  від поверхні дороги; маса 2М  

непідресорених частин, які в нашому випадку представлені масами чотирьох 

коліс, розташована в точці 0А ; 1m  та 2m  – маси ресор, розташованих в точках B  

та B  . 

Характерною особливістю напівпричепа є те, що його підресорена частина, 

яка жорстко пов’язана з дишлом, являє собою тверде тіло, що шарнірно 
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закріплене в точці зчіпки. Тому вісь крену повинна проходити через точку О . З 

іншого боку, для напівпричепа з незалежною балансирною підвіскою точка 0А  

розташовується в площині дороги [220]. Отже, підресорена частина 

напівпричепа через наявність підвіски може здійснювати поперечні коливання 

навколо вісі крену 0АО  . 

Передбачається, що положення вісі крену постійне незважаючи на 

перерозподіл навантажень на колеса. Кут крену рами напівпричепа, заміряний в 

вертикальній площині, що проходить через точку 0А , позначений  . 

Цей кут виражається через 1  і 2 , де 1  – координата, що визначає 

відхилення центру мас 1М  від нейтрального положення, 2  – координата, що 

визначає відхилення проекції точки 0А  на опорній поверхні від нейтрального 

положення поздовжньої вісі напівпричепа. З рис. 5.2 можна визначити 

залежність кута крену   від координат 1  і 2 : 

 )( 12
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L
, (5.16) 

де L  – база напівпричепа. 

Введено також 3  і 4  – координати кутів повороту правої і лівої ресори 

навколо вісі ВВ  . Приріст 1h  запишеться через координати 1  і 2  на підставі 

(5.16) наступним чином: 
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З урахуванням (5.16) та (5.17) вирази кінетичної і потенційної енергій і 

дисипативної функції системи мають вигляд: 
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1В  – ресорна колія; 2В  – відстань DD  ; 1I  і 2I  – моменти інерції 

підресореної і непідресореної частин напівпричепа відносно вісі z ; 3I , 4I  – 

моменти інерції ресор відносно вісі гойдання ресор. 

Відповідно до теорії І. Рокара [221] деформований пневматик прийнятий у 

вигляді жорсткого диска, наділеного властивістю бічного відведення. 

Отже, до даної системи додатково включені дві сили бічного відведення 1Y  

і 2Y  передньої і задньої пари коліс, які визначаються наступним чином: 
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де k  – коефіцієнт опору боковому відведенню. 

Узагальнені сили, які діють на напівпричеп, на основі рівняння (5.19) 

будуть дорівнювати: 

 
















 22

22

2 2  L
v

aL
kQ , 01 Q . (5.26) 

На основі (5.18) та (5.20) рівняння Лагранжу ІІ-го роду представляться у 

вигляді: 
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Останні два рівняння системи (5.27) відокремилися. Це говорить про те, 

що коливання ресор кінематично не пов’язані з коливаннями підресореної і 

непідресореної мас. 

Надалі будемо розглядати тільки перші два рівняння системи (5.27), що 

описують горизонтально-поперечні коливання напівпричепа: 

 0 ХСХВХА 
. (5.32) 

Система (5.32) є лінійною системою диференціальних рівнянь з 

постійними коефіцієнтами. При виконанні умов симетричності і позитивної 

визначеності матриць А , В  і С  система буде асимптотично стійкою [222].  

Перевірка цих умов приводить до критерію стійкості виду: 
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З (5.33) видно, що збільшення висоти центру підресореної маси або 

величини підресореною маси може призвести до порушення стійкості і 
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перекидання напівпричепа. Зменшення вертикальної жорсткості ресор також 

призводить до втрати стійкості руху напівпричепа. 

При виконанні умови (5.33) розв’язанням системи (5.32) буде затухаючий 

коливальний процес або монотонне прагнення координат 1  і 2  до 

нейтрального положення. 

Особливий інтерес представляє випадок заблокованою підвіски (

  21 ). В цьому випадку виведення системи диференціальних рівнянь, що 

описують горизонтально-поперечні коливання, приводить до рівняння виду: 
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Декремент згасання, який визначається цим рівнянням, дорівнює: 
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Порівняння декрементів згасання для схеми із заблокованою підвіскою з 

декрементами згасання координати 2  системи (5.32) дає можливість з’ясувати 

вплив підвіски на характер досліджуваної стійкості напівпричепа. 

Для ілюстрації використання викладеної методики розглянута модельна 

схема з наступними значеннями параметрів (машина для внесення рідких 

органічних добрив МЖТ-10): 

2126Е кг∙м2; 1232151 I  кг∙м2; 143612 I  кг∙м2; 45001 М  кг; 

225000рс  кг/с2; 121555001 с  кг∙м2/с2; 35,7L  м; 9822201 k  кг∙м2/с; 

75,21 h  м; 605,01 а  м; 05,12 h  м; 22v  м/с. 

Коефіцієнт опору бічному відведенню k  був прийнятий на рівні 

176580 кг∙м/рад∙с2. 

Чисельний розрахунок системи (5.32) при різних значеннях v  і k , і 

фіксованих інших параметрах показав, що збільшення швидкості і зменшення 

коефіцієнта опору бічному відведенню призводить до збільшення часу згасання 
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горизонтально-поперечних коливань напівпричепа і, отже, сприяє виникненню і 

підтримці цих коливань. Лімітаційна швидкість дорівнює приблизно 2,7 м/с. 

На рис. 5.3 наведені розв’язки системи (5.32) при різних значеннях 1c . З 

графіка видно, що при швидкості руху 22 м/с напівпричіп здійснює затухаючі 

(горизонтальні) коливання. 

 

Рисунок 5.3 – Поведінка координати 2  в залежності від часу для різних 

значень приведеної вертикальної жорсткості ресори 1с  

Результати розрахунку декрементів для розглянутих схем наведені 

на рис. 5.4. 

На підставі отриманих чисельних розв’язань на ПК системи (5.32) були 

визначені декременти згасання  координати  для відповідних значень 

параметра . Поряд з цим було визначено декремент згасання  за формулою 

(20). З рис. 5.4 випливає (крива 2), що зменшення приведеної вертикальної 

жорсткості ресори до значення близько 8 кг∙м2/с2 призводить до зменшення 

декременту згасання, або що те ж саме, до погіршення стійкості. 

Подальше зменшення  до 2,9 кг∙м2/с2 (що відповідає ) призводить 

до збільшення декременту згасання, або до підвищення стійкості, що цілком 

2D 2

1c D

1с 02 с
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узгоджується з висновками деяких авторів про те, що введення (урахування) 

підвіски покращує стійкість причіпного пристрою. Розрахунок показав також, 

що декремент згасання, обчислений для схеми із заблокованою підвіскою, 

більше будь-якого декременту, обчисленого для схеми з урахуванням підвіски.  

 

1 – заблокована підвіска ( constD  ); 2 – робоча підвіска; 9,21 с  – зона 

нестійкого руху напівпричепу 

Рисунок 5.4 – Залежність декременту згасання координати 2  від вертикальної 

жорсткості ресори 1с : 

Таким чином, можна казати про те, що на гаку трактора виникає змінне за 

величиною гакове навантаження. Нехай аналітично (на основі тягового балансу 

трактора) встановлена величина дотичної сили тяги, яка необхідна для 

переміщення трактора в просторі – теоркР  – результуюча просторової системи 

сил, що діє на агрегат. 

В результаті дії даної сили транспортно-технологічний агрегат (його центр 

мас) може переміститися на величину теорcS . Тоді, на просторі енергетичних 

конфігурацій руху, площа прямокутника, обмеженого величинами теоркР  і 
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теорcS  являє собою роботу, яку необхідно затратити агрегату на 

самопересування – теоретична робота теорА . 

Крім цього, дана робота витрачається на переміщення агрегату за умови 

сталості маси транспортно-технологічної машини. Тому можна говорити про те, 

що кconтеор АА  . 

З огляду на зміну маси транспортно-технологічної машини і, як наслідок, 

стохастичність гакового навантаження трактора, сила, що необхідна для 

самопересування агрегату, може бути представлена у вигляді множини величин 

в інтервалі ];[ РРРР теорктеорк  . 

Така зміна гакового навантаження призводить, як встановлено, до 

коливань всього агрегату і галопування трактора і, як наслідок, до додаткового 

переміщення центру ваги не тільки в ході розвантаження машини, а й в 

результаті коливань всієї системи. Додаткове (шкідливе) переміщення центру 

мас агрегату визначається збільшенням його значення на інтервалі 

];[ SSSS теорcтеорc   – рис. 5.5. 

 

Рисунок 5.5 – Формування простору енергетичних конфігурацій руху агрегату 

при зміні гакового навантаження 
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Тоді площа, що обмежена прямокутником SS теорc   і РР теорк   

визначить роботу, витрачену на переміщення центру мас агрегату з урахуванням 

зміни маси транспортно-технологічної машини, в той час як область, що 

позначена на рис. 5.5 як додА , визначає величину додаткової роботи, витраченої 

транспортно-технологічним агрегатом внаслідок нестаціонарності гакового 

навантаження. 

З огляду на симетричність нормального закону розподілу вхідного і 

вихідного параметрів, можна припустити, що велика частина реалізацій процесу 

буде розташовуватися симетрично відносно точки );( теорcтеорк SР  в межах 

розкиду реалізацій параметрів. 

Беручи до уваги цей факт, апроксимуємо отриману область простору 

енергетичних конфігурацій руху агрегату овалом, вершини якого розташуємо на 

кінцях інтервалів ];[ РРРР теорктеорк   і ];[ SSSS теорcтеорc  . Тоді, 

можна записати: 

22222 2)()}({)()}({ PSSРРРSSРРР cтеорcккcтеорcкк  ,  (5.36) 

де кР  і cS   – координати довільної реалізації в просторі енергетичних 

конфігурацій. 

Або, після перетворення: 

 
42222222 )(2)( РРРРРР кккк  .  (5.37) 

Дана залежність визначає овал Кассіні – рис. 5.6. 

Наявність у даної фігури, як було доведено вище, екстремальної точки, 

говорить про можливість її перетворення до лемніскати, яка найбільш повно 

описує простір енергетичних конфігурацій. 

Так, розташування реалізацій біля центральної точки мінімальної роботи 

(наприклад, за рахунок зниження коливань агрегату в просторі – за рахунок 

зниження коливань значень прискорення центру мас) дозволяє знизити витрати 

роботи на самопересування – рис. 5.7. 
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Рисунок 5.6 – Апроксимація простору енергетичних конфігурацій руху агрегату 

змінної маси овалом Кассіні 

 

Рисунок 5.7 – Представлення овалу Кассіні з точкою мінімуму витраченої 

роботи – апроксимація лемніскатою 
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При зміні режимів руху агрегату спостерігається зміна його динамічних 

характеристик (зміна системи сил, що діє на агрегат, нестабільність значень 

прискорення руху центру мас системи і т.п.). 

Такі зміни сприяють збільшенню розкиду як вхідних, так і вихідних 

параметрів, що безпосередньо збільшує величину роботи, що витрачається на 

самопересування транспортно-технологічного агрегату, і, як наслідок, збільшує 

розмір кривої, якою апроксимується простір енергетичних конфігурацій. 

У свою чергу, як було доведено в розділі 4, зниження маси агрегату сприяє 

зниженню його коливань в просторі, тому крива апроксимації в процесі 

розвантаження транспортно-технологічної машини, прийме вигляд, який 

представлений на рис. 5.8. 

 

1 – повна машина; 2 – завантаження на 50%; 3 – порожня машина 

Рисунок 5.8 – Зміна кривої апроксимації простору енергетичних конфігурацій 

руху агрегату при певному завантаженні транспортно-технологічної машини 

(на прикладі агрегату ХТЗ-17221+МЖТ-16 на IV передачі транспортного 

діапазону) 



235 

 

5.4 Закон розподілу часу перебування в групі енергетичних станів 

простору конфігурацій 

Розглянемо дискретний випадковий процес з безперервним часом, стан 

якого складає множина },...,,{ 10 nxxxX   в розглянутому просторі енергетичних 

конфігурацій руху. У загальному випадку не виключається і можливість того, що 

число станів n . 

З множини станів X  виділяється деяка підмножина станів 

},,...,,{ 11 nil xxxxY   )( XY  , яка не є замкнутою і, в свою чергу, не містить в 

собі замкнутих підмножин – множина реалізацій руху центру мас транспортно-

технологічного агрегату. Якщо відомо, що в якийсь момент 0t  агрегат 

знаходився в одному зі станів Yxi  , то при t  агрегат хоча б один раз 

перейде з підмножини станів Y  в підмножину станів )( YXZ   )( XZ  , яка 

не є порожньою: )(lim tpy , де )(tpy  – ймовірність безперервного перебування 

системи в момент часу t  в станах підмножини ]1)0([ ypY . 

Отже, в складі підмножини станів Y  немає окремих станів чи групи станів 

без виходу. Стани ),...,,( 110 lxxx  складають підмножини YXZ  , а стани 

nl xx ,...,  складають множину ZXY  . 

Відомо, що в момент 0t  дискретний випадковий процес знаходився в 

підмножині станів Y : 

 

1)0(~ 


n

li

ip .  (5.38) 

Знак ~ над позначеннями ймовірностей поставлений для того, щоб 

відрізнити ці ймовірності від позначення ймовірностей перебування агрегату в 

будь-якому стані x , що належить множині X . 

Позначимо T  випадкову величину – час блукання процесу по станам 

підмножини Y  до першого виходу з цієї підмножини. З огляду на те, що сама 

підмножина станів Y  не є замкнутою і не містить в собі замкнутих підмножин, 
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процес при t  покине підмножину станів Y . У нашому випадку випадковий 

час T  відраховується від моменту 0t . 

З множини станів YXZ   виділимо підмножину станів },...,{ 1lk xxY  

)( ZY  . Не виключається і випадок, коли ZY   (в цьому випадку 0k ). До 

станів підмножини ZY   віднесемо лише ті, в які можливий безпосередній 

перехід зі станів підмножини Y  в стани підмножини YXZ  , тобто для будь-

якого стану Yx j   знайдеться хоча б однин такий стан Yxi  , що 1);( ji xxR . 

Підмножина станів Y  є «вхідними воротами» підмножини станів Z , через 

які процес блукання переходить з підмножини станів Y  в підмножину станів Z . 

Іншими словами, до станів ),...,( 1lk xx , які складають підмножину Y , віднесемо 

лише ті стани підмножини YXZ  , для яких виконується умова виду: 

 
0)(, tji  0;1,...1,0);,...,1,(  tljnlli . (5.39) 

Назвемо підмножину Y   -околом підмножини Y . Тоді час T  блукання 

процесу по станам підмножини Y  до першого виходу з нього дорівнює часу, 

який відраховується від початку блукання ( 0t ) до першого попадання процесу 

в  -окіл підмножини Y , тобто в один зі станів підмножини Y . 

Очевидно, що закон розподілу випадкової величини T  не зміниться, якщо 

усі стани множини Y  зробити поглинаючими (кінцевими). Отже, при 

знаходженні закону розподілу випадкової величини T  можна обмежитися 

розглядом процесу блукання системи по перетвореним станам множини YY  . 

Перетворення полягає в тому, що підмножина Y  утворюється тільки з 

поглинаючих станів. 

Для того щоб стани підмножини },...,{ 1 lk xxY  були поглинаючі, досить 

покласти 

 
0)(

~
, tij ,  (5.40) 
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для всіх 1,...,  lkj . У цьому випадку вихід з підмножини станів Y  буде 

неможливий. 

Таким чином, для визначення закону розподілу випадкової величини T  

досить розглянути процес блукання по перетвореним станам підмножини YY 

, при цьому всі стани підмножини Y  складаються тільки з поглинаючих станів. 

Функція розподілу випадкової величини T  за визначенням дорівнює: 

 )()( tTptF  .  (5.41) 

У нашому випадку ця ймовірність дорівнює ймовірності того, що до 

моменту часу )0( tt  процес вже покине стани, що утворюють множину Y  і, 

отже, потрапить в стани, що утворюють підмножину Y , оскільки в перетвореній 

підмножині станів YY   він (процес) нікуди (крім підмножини станів Y ) 

потрапити не може. З огляду на те, що підмножина станів Y  складається тільки 

з поглинаючих станів, процес, потрапивши одного разу в один зі станів Y , так 

там і залишиться. 

Отже, функція розподілу часу T  дорівнює ймовірності того, що до 

моменту часу t  процес блукання виявиться в одному зі станів, що належать 

підмножині Y  для перетвореної підмножини станів YY   [225]: 

 

)(~)(~)()(
1

tptptTptF
l

kj
j

Yx
x 









,  (5.42) 

де індекс підсумовування поширюється на всі стани підмножини  Y -околу 

підмножини Y . 

Знайдемо щільність розподілу випадкової величини T  [226]: 

 

)(~)()(
1

tptF
dt

d
tf

l

kj

j




  .  (5.43) 

З іншого боку, на підставі загального правила складання системи 

диференціальних рівнянь для ймовірностей станів з урахуванням (5.39) маємо: 
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   1,...,1,  lkkj .  (5.44) 

Таким чином, щільність розподілу випадкової величини T  можна знайти з 

виразу [227]: 

 



 


1

, )(~)()(
l

kj

n

li
iji tpttf  .  (5.45) 

Для відшукання ймовірностей )(~ tpi  досить проінтегрувати систему 

рівнянь для ймовірностей перебування процесу в стані підмножини Y  з 

урахуванням того, що перехід з підмножини станів Y  можливий тільки в 

підмножину станів Y  і що остання підмножина складається з одних 

поглинаючих станів [228]: 
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  ,  (5.46) 

де nlli ,...,1,  . 

Початковими умовами для цієї системи диференціальних рівнянь є умови 

(5.38). 

Отже, для визначення закону розподілу часу блукання процесу в 

незамкнутій підмножині станів Y  до першого виходу за межі цієї підмножини, 

досить проінтегрувати систему диференціальних рівнянь для ймовірностей 

станів (5.46) при початкових умовах (5.38). 

У разі нескінченного (рахункового) числа станів підмножини Y  отриманий 

розв’язок справедливий лише в тому випадку, якщо процес блукання по станам 

підмножини Y  при t  з ймовірністю, яка дорівнює одиниці, покине цю 

підмножину. 

Математично цю умову можна сформулювати наступним чином [229]: 
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Розглянемо випадок, коли при кінцевому числі станів множина станів X  

складається тільки з множини транзитивних станів і всі потоки, що переводять 

процес зі стану в стан, є найпростішими – ])([ ,, jiji t   . 

Виділимо з множини станів X  будь-яка підмножину Y  так, щоб 0YX

, тобто щоб Y  не становило всю множину X . Тоді при блуканні процесу по 

станам множини X  процес буде то потрапляти в стани, що належать підмножині 

Y , то виходити з неї і потрапляти в підмножину станів YXZ  . Потім процес 

може повернутися назад в підмножину станів Y  і т.д. 

Розглянемо стаціонарний режим блукання. Позначимо як і раніше через T  

час перебування процесу в підмножині станів Y  в стаціонарному режимі. Цей 

час T  відраховується від моменту переходу процесу з підмножини станів Z  в 

підмножина станів Y  до моменту повернення в підмножину станів Z . 

Іншими словами, випадкова величина T  дорівнює часу одноразового 

перебування процесу в множині станів Y  в ході випадкового блукання по всім 

станам X  після того, як встановився стаціонарний процес блукання. 

На рис. 5.9 схематично зображено «траєкторію» блукання процесу по 

станам множини X . Позначимо випадкові моменти переходу з підмножини 

станів Z  в підмножина станів Y  величинами ,...)2,1( ii , а випадкові моменти 

чергового повернення з підмножини станів Y  в підмножина станів Z  – 

величинами ,...)2,1(  ii . 

Тоді час першого перебування системи в підмножині станів Y  

дорівнюватиме 111  T , час другого перебування в підмножині станів Y  

дорівнюватиме: 222  T  і т.д. – iiiT   . 

Якщо розглядається стаціонарний режим блукання процесу по станам X , 

то сукупність випадкових величин 1T , 2T ... являє собою систему незалежних, 

однаково розподілених випадкових величин, закон розподілу кожної з яких і 

потрібно знайти. 
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Рисунок 5.9 – Траєкторія блукання випадкового процесу в просторі 

енергетичних конфігурацій руху агрегату 

Очевидно, що процес блукання по станам множини Y  може початися 

тільки зі станів, що належать підмножині станів YZ  , які є  -околом 

множини Z . Іншими словами, початок відліку часу T  припадає на момент 

першого попадання процесу з станів, що утворюють підмножину Z  в стани, що 

утворюють підмножину Y , тобто на момент перетину «вхідних воріт» 

підмножини станів Y . 

Позначимо стани, що належать підмножині ),...,( ml xxZ  . Отже, 

початкові умови для інтегрування системи диференціальних рівнянь типу (5.46) 

для визначення закону розподілу випадкової величини T  матимуть вигляд: 

 





m

li

i

Zx

x pp 1)0(~)0(~



.  (5.48) 

Ці умови відрізняються від умов (5.38) тим, що у формулі (5.48) 

перебираються індекси станів, що належать підмножині Z , в той час як в (5.38) 

в загальному випадку можуть перебиратися індекси всіх станів підмножини Y . 
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Наступним етапом при знаходженні закону розподілу часу є визначення 

початкових умов (5.48). 

Для відшукання початкових умов розглянемо тільки ті блукання, які 

починаються зі станів, що належать підмножині Z . Перетворимо стани 

підмножини Z  так, щоб кожен зі станів ( ml xx ,..., ) виявився поглинаючим. Для 

цього достатньо покласти 

 
0

~
ij ,  (5.49) 

де mli ,..., . 

Подібне перетворення було проведено раніше для підмножини станів Y . 

Тепер проінтегруємо систему диференціальних рівнянь блукання процесу по 

перетвореній підмножині станів ZZ  , де підмножина Z  складається тільки з 

поглинаючих станів: 
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   )( mli  .  (5.50). 

Ця система диференціальних рівнянь є допоміжною, необхідною для 

відшукання початкових умов (5.48). 

Для стаціонарного режиму можна вважати, що з імовірністю ip , процес 

блукання починається зі стану ),...,1,0( nixi  , де 

 


t

ii tpp )(lim .  (5.51) 

Отже, на підставі формули Бейєса початковими умовами для допоміжної 

системи диференціальних рівнянь (5.50) будуть: 

 






1

0

~
l

h

hjj ppp  )1,...,1,0(  lj ,  (5.52) 

де величини jp , визначаються з умови блукання процесу по всім станам 

множини X  при наявності стаціонарного режиму. 
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В результаті інтегрування допоміжної системи диференціальних рівнянь 

(5.50) при початкових умовах (5.52) можна отримати вирази для ймовірностей 

 )(~ tpi  mli ,..., .  (5.53) 

Оскільки для перетворених станів, що входять в підмножину ZZ  , 

підмножина Z  складається тільки з поглинаючих станів )~,...,~( ml xx  і процес 

блукання по всім станам множини X  є ергодичним, то 
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ptp 1~)(~lim .  (5.54) 

Величини 
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  ),...,( mli  ,  (5.55) 

і будуть початковими умовами (5.48) для інтегрування системи диференціальних 

рівнянь типу (5.47), за допомогою якої можна знайти закон розподілу випадкової 

величини T , а визначення даної величини дозволить оцінити час виконання 

транспортно-технологічної операції агрегатом змінної маси з мінімальними 

витратами роботи. 

5.5 Точність оцінки простору енергетичних конфігурацій агрегату за 

прискоренням його центру мас 

При виборі вимірювальних систем і алгоритмів оцінювання простору 

енергетичних конфігурацій руху, велике значення має спеціальний вид 

спостережливості. Його можна назвати, умовою, що сприяє точному 

оцінюванню [230]. При виконанні цієї умови необмежене підвищення точності 

вимірювання декількох величин (величин компонент вектору прискорень за 

трьома ортогональними вісями координат), що залежать від поточного простору 

енергетичних конфігурацій транспортно-технологічного процесу, створює 

принаймні принципову можливість як завгодно точного оцінювання всіх 

компонент, якщо вимір здійснюється на кінцевому або нескінченному інтервалі 

часу. 
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Нехай задано стохастичне рівняння процесу переміщення центру мас в 

формі Ланжевена: 

  )( ii xfx ,  (5.56) 

і функція спостереження 

  )( ixhz ,  (5.57) 

де 
nx  ; 

 f  – функція, що диференціюється; 

 )( ixh  – безперервна функція; 

 )(t  , )(t   – незалежні гаусові випадкові процеси типу білого шуму з 

кореляційними матрицями вигляду: 

 )()()]()([ tttQttE T   , (5.58) 

 )()()]()([ tttRttE T   . (5.59) 

Нехай спостереження (5.57) здійснюється на інтервалі часу ],0[ t  і множина 

значень на цьому інтервалі позначається Z . Рівняння Стратоновича, що описує 

апостеріорну або умовну щільність ймовірності )|( Zxрр   в просторі 

енергетичних конфігурацій, буде мати вигляд: 
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, (5.60) 

де 

 





 xdZxpxhxh )|()()(ˆ   (5.61) 

є оцінкою функції спостереження )(xh . 

Рівняння (5.60) є стохастичним і апостеріорна щільність розподілу 

)|( Zxрр   має випадкову складову. Однак слід розглядати тільки 

асимптотичний розв’язок при 0R  і 0  (за інтенсивністю). Очевидно, в 

цих умовах основною буде регулярна складова )|( Zxр . Задамо якусь чималу 



244 

 

однозв’язну область pG  в просторі енергетичних конфігурацій. Наприклад, кулю 

досить великого радіуса з центром в точці, що відповідає теоретичній роботі 

агрегату. 

Припустимо, що початковий розподіл )(0 хр  сконцентровано в цій області 

в тому сенсі, що інтеграл від )(0 хр  по всьому зовнішньому до pG  простору 

нескінченно малий. Подібне ж припущення зробимо відносно апостеріорної 

щільності ймовірності )|( Zxр . Нескінченно малими вважаються і величини 

 





  )(11 ),,,,,( iini dxfхххр  , (5.62) 

 





  )(11111 ),,,,,,,,,( ijnjjii dxxхххххp  . (5.63) 

Тут індекс )(i  означає, що інтегрування ведеться по обох координатах 

простору енергетичних конфігурацій. Аналогічно індекс )(ij  означає, що 

інтегрування ведеться по всіх координатах простору енергетичних конфігурацій 

одночасно. Внаслідок подібного зникнення на нескінченності має місце 

співвідношення виду: 

 
 


 





























dx

xx

p
Q

x

pf

t

p n

ji ji

ij

n

i i

i

1,

2

1 2

1)(
, (5.64) 

де   – нескінченно мала величина. 

З (5.60) і (5.63) випливає: 

 










  dxRxhxhрdxxhxhRxhxhр T
tt

T
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11 )]()(ˆ[)](ˆ)([)](ˆ)([ . (5.65) 

За умовою )(xh  – безперервна функція, а 

 0)|( Zxp  та 1)|( 




dxZxp . (5.66) 

На підставі теореми про повну загальну середню, отримаємо: 

 

)ˆ()|()()(ˆ xhxdZxpxhxh  




, (5.67) 
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де х̂  – деяке значення х  в області pG  яке будемо називати оцінкою x . 

Нехай krR  , де k  – позитивне число, за умовою таке, що наближається 

до нуля; r  – позитивно-визначена матриця. З (5.65), (5.67) і зазначеного виразу 

для R  можемо записати: 

 





   krxhxhEdxxhxhrxhxhZxp T
tуt

T
t })]()ˆ({[)]ˆ()([)]ˆ()()[|( 11 , (5.68) 

де уЕ  – умовне математичне очікування виразу в дужках. 

При 0  права частина виразу (5.68) прямує до нуля і, отже, 

 
0)]}ˆ()([)]ˆ()({[ 1   xhxhrxhxhE t

T
tу . (5.69) 

Таким чином, умова, що сприяє точному оцінюванню, яка полягає в тому, 

що в процесі оцінювання руху tx  рівність )()ˆ( txhxh   виконується тотожно. 

В якості оцінки вектору енергетичної конфігурації природно прийняти 

значення х , при якому умовна щільність ймовірності )|( Zxр  має максимальне 

значення. Дане твердження можна записати у вигляді: 

 x
MAB Zxpx )|(maxargˆ  , (5.70) 

де 
x

Zxp )|(max  – критерій максимуму апостеріорної ймовірності. 

Апостеріорна щільність ймовірності, отримана для спостереження, 

забрудненого шумами, є випадковою функцією х  (випадковим полем відносно 

х ) при кінцевому часі спостереження. 

Складний вид функції )|( Zxр  може бути обумовлений як даною 

обставиною, так і нелінійністю оцінюваного динамічного процесу. Тому, 

доцільніше розглянути функцію )|( xZр , яка виражає умовну щільність 

ймовірності множини вимірів прискорення центру мас транспортно-

технологічного агрегату при фіксованому стані х  в просторі енергетичних 

конфігурацій. 
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Критерій максимуму правдоподібності відповідає максимуму )|( xZр  за x

. Відповідна максимуму правдоподібності оцінка виражається формулою виду: 

 x
МП xZpx )|(maxargˆ  . (5.71) 

Між зазначеними критеріями і оцінками (5.70), (5.71) існує тісний зв’язок, 

що випливає з формули Байєса: 

 )()|()()|( xpxZpZpZxp  . (5.72) 

Для гладких розподілів з (5.72) випливає: 
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Для розглянутих розподілів необхідна умова максимуму апостеріорної 

ймовірності має вигляд: 
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При цьому, згідно з (5.73), матимемо: 
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При виконанні необхідної умови максимуму правдоподібності: 
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З (5.73), (5.72) випливає: 
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. (5.77) 

Отже, можна казати, що прискорення центру мас агрегату змінної маси 

достатньо точно оцінює простір енергетичних конфігурацій руху – між 

зазначеними величинами існує взаємно-однозначна відповідність, яка дозволяє 

маючи образ (роботу, витрачену на пересування центру мас агрегату), визначити 

прообраз (прискорення центру мас). 
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5.6 Методологія зниження навантаженості трансмісії трактора з 

використанням простору енергетичних конфігурацій 

Виходячи з вимог нормального функціонування трансмісії трактора в 

складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси і з огляду на основні 

визначення, викладені в нормативно-технічної документації, введемо відхилення 

значення параметра від номінального значення (від теоретичного значення з 

мінімальною роботою), в межах якого забезпечується як нормальний перебіг 

технологічного процесу, так і функціонування агрегату з допустимою 

навантаженістю трансмісійної установки трактора.  

Розглянемо два допуски величин, на підставі яких формується простір 

енергетичних конфігурацій руху транспортно-технологічного агрегату, на 

прикладі допусків дотичної сили тяги трактора кР . Аналогічні міркування можна 

провести і для допусків переміщення центру мас системи cS . 

Установчий допуск 
кР , заснований на порівнянні математичного 

очікування )( кPМ  або середнього вибіркового значення кР  з номінальним 

значенням номкР  параметра. Він визначає рівень настройки транспортно-

технологічного агрегату за даним параметром (рис. 5.10). 

Для симетричних двосторонніх полів допусків (рис. 5.10, а) , а поле 

допуску  визначається інтервалом  (якщо 

 – верхня гранична межа і 

 – нижня межа поля допуску). 

У загальному випадку допуск на рівень настройки машинно-тракторного 

агрегату за параметром визначається виразом [35]: 

 
.  (5.78) 

0
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Рисунок 5.10 – Схема до визначення допустимих значень параметрів, що 

формують простір енергетичних конфігурацій руху при двосторонньому (а) і 

односторонньому (б) допусках 

Допуск   на точність настройки агрегату за параметром являє собою 

різницю між фактичним 
кР  і фіксованим (встановленим, заданим або 

генеральним) 
теоркР  значеннями середніх квадратичних відхилень. Цей допуск 

слід розглядати як доповнення до допуску на рівень настройки агрегату за 

параметром 
кР . 

Допуски 
кP  і   враховують тільки рівень і точність настройки агрегату 

за вихідними параметрами і не встановлюють обмежень на нерівномірність 



249 

 

зміни зосереджених випадкових величин і процесів. Ці обмеження визначаються 

допуском, який може бути як одностороннім, так і двостороннім (рис. 5.10). 

Для параметрів, що формують простір енергетичних конфігурацій, 

типовим є одностороння зміна (збільшення або зменшення) середніх величин по 

відношенню до номінальних значень. В даному випадку (рис. 5.10) допуск кP  

можна представити таким чином: 
кiк РкiРкiк kРРР  , де кiР  – середнє 

значення дотичній сили тяги; 
кР  – допуск на рівень настройки; 

кiРk  – допуск 

кP  в частках середнього квадратичного відхилення i  дотичній сили тяги, тут 

k  – коефіцієнт пропорційності. 

Для двосторонніх допусків в загальному випадку маємо: 

 
кномкР РР

к
 ;  (5.79) 

 
кномк РР   ; (5.80) 

 
кномккР РРv vv  ; (5.81) 

 )(5,0 minmax ккк PРР  ,  (5.82) 

де 
кР ,  , 

кРv , кP  – допуски, відповідно: на рівень настройки, точність 

настройки і на нерівномірність зміни дотичної сили тяги транспортно-

технологічного агрегату змінної маси. 

Ймовірності P  знаходження параметра в зоні двостороннього допуску 

кР  і qP  – перевищення граничних меж в даному випадку визначаються 

наступним чином [231, 232]: 
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При цьому 
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   – щільність ймовірності, а 

кcР  – середина поля розсіювання і поля допуску дотичної сили тяги агрегату. 

Якщо поле допуску 
кРкР 3 , то ймовірності знаходження параметра в 

зоні допуску і поза нею відповідають значення 0,9974 і 0,0026. Ймовірності 
minqP  

та 
maxqP  є рівними одна одній і визначаються величиною 0,0013. 

Для односторонніх допусків (рис. 5.10, б), які можливі в перехідних 

режимах функціонування агрегату (наприклад, при перемиканні передачі) 

отримуємо: 
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,  (5.85) 

де maxкР , minкР  – верхня і нижня межі одностороннього допуску; 

 max , min  – частина одностороннього допуску відповідно з верхньою і 

нижньою межами. 

Ймовірності P  знаходження величини дотичної сили тяги транспортно-

технологічного агрегату в зоні одностороннього допуску і qP  – за його межами 

при нормальному законі розподілу )( кР  визначаються по-різному. 

Для односторонніх допусків з верхньою межею маємо [233, 234]: 
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де 
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Р
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  – нормована величина допуску 

кР . 

Стосовно до одностороннього допуску з нижньою межею отримуємо: 
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де 
minqP  – ймовірність знаходження величини дотичної сили тяги агрегату поза 

полем допуску; 

 номкк РР min  – нижня межа допуску. 

З огляду на той факт, що, в найзагальнішому випадку, дотична сила тяги є 

випадковою функцію, допустимі значення 
кР ,  , 

кРv  і кР  можна 

представити у вигляді [235, 236]: 
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де )()()( tРtРtm ккРк



  – математичне очікування, тут )(tРк



 – центрований 

процес (рис. 5.11); 

 )(t
кР  – середньоквадратичне відхилення випадкової функції; 

 L  – зона допуску. 

Розглянемо взаємозв’язок допуску кР  на нерівномірність зміни дотичної 

сили тяги агрегату з ймовірними характеристиками викидів, що визначають його 

статику і динаміку (внутрішню структуру) в експлуатаційних умовах. 
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Рисунок 5.11 – Схема процесу )(tРк  і його основні характеристики 

Для дотичної сили тяги транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

з нормальним розподілом ординат (рис. 5.11) основними характеристиками 

викидів є: 

1) відносна тривалість   перебування параметра )(tРк  поза зоною кР

протягом часу T , тобто 
T

t , де t  – середній час перебування значення 

дотичної сили тяги агрегату поза смугою кР2 ; 

2) відносна тривалість P  перебування функції )(tРк  в інтервалі кР2 ; 

3) середнє значення загального числа викидів 
T

n
v 
   в одиницю часу; тут 

n  – середнє число перевищень зони допуску кР  за період T ; 

4) середня тривалість   одного викиду, або середній час перебування 

випадкової функції поза інтервалу кР2  за один викид; 

5) середня площа S , обмежена смугою кР2  і реалізацією. 

Ці характеристики дозволяють встановити взаємозв’язок з допуском кР  

як з урахуванням внутрішньої структури (динаміки вихідних параметрів) за 

оцінками v ,  , S , так і без її врахування за показниками статики  , P . 
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Розрахункові формули, що застосовуються для визначення імовірнісних 

характеристик викидів, такі [237]: 
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  (5.89) 

де )( кР , ),(    – щільність ймовірності, відповідно: одномірна і двомірна між 

корельованими випадковими величинами кР ,  ; 

0|)(  
кк РР R  – середньоквадратичне відхилення параметра )(tРк ; 

02

2

|)(    yR
dt

d
 – середньоквадратичне відхилення процесу )(tРк

 ; 

кРz /  – параметр функції )(zФ . 

Оцінки v ,   і S  враховують внутрішню структуру випадкового процесу 

(спектр дисперсії), оскільки при одному і тому ж значенні характеристик )( кPD  

і   загальна середня кількість викидів із зони допуску кР2 , середня тривалість 

викиду і середня площа перевищення інтервалу кР  можуть бути різними в 

залежності від розглянутого стаціонарного процесу, що визначається 

кореляційною функцією і спектральною щільністю. 

На рис. 5.12 представлені характеристики викидів одного з процесів 

роботи агрегату ХТЗ-17221+МЖТ-16 в залежності від допуску при різних 

швидкісних і навантажувальних режимах. Апроксимація кореляційних функцій 

процесу здійснювалася за відомою формулою [238]. 
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а       б 

1 – 1,52 м/с; 2 – 2,55 м/с; 3 – 3,10 м/с 

Рисунок 5.12 – Залежності характеристик викидів процесу від допуску (а) 

і швидкості руху (б) агрегату ХТЗ-17221+МЖТ-10 

З графіка видно, що імовірнісні характеристики викидів суттєво 

змінюються не тільки від допуску кР , але і від швидкісного і 

навантажувального режимів роботи транспортно-технологічного агрегату. Тому 

при заданому допуску кР  необхідно мати диференційовані характеристики 

викидів вихідного параметра кР . 

Диференціація характеристик викидів параметра кР  може бути виконана, 

наприклад, по швидкісним режимам агрегату і за умовою існування перехідного 

процесу перемикання передачі. 

Таким чином, загальний алгоритм управління транспортно-технологічним 

агрегатом змінної маси в раціональній області навантаженості елементів 

трансмісії може бути синтезований у вигляді алгоритму, представленого на рис. 

5.13 
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Рисунок 5.13 – Алгоритм управління транспортно-технологічним агрегатом 

змінної маси в раціональній області навантаженості елементів трансмісії 

В процесі виконання транспортно-технологічної операції надходить 

інформація про обороти двп  і кутову швидкість дв  колінчастого валу двигуна, 

оберти ведучих коліс кп  і використовувану передачу і . Крім цього, за 

допомогою датчиків прискорень, надходить інформація про значення компонент 

вектору прискорення центру мас агрегату – сха , суа  і сzа . 

На підставі отриманих значень робиться висновок про стаціонарність 

технологічного процесу (про відсутність перехідного процесу як, наприклад, 

перемикання передач). Якщо перемикання передач відсутнє, то в циклі 

виконується розрахунок простору енергетичних конфігурацій руху агрегату 

(величини дотичної сили тяги кР , переміщення центру мас агрегату cS  і роботи 

А , виконаної агрегатом за даний проміжок часу) з урахуванням допусків кР  і 

cS  на швидкість руху агрегату. 
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Паралельно, на підставі отриманих значень кР , cS  та А , в циклі 

проводиться аналіз навантаженості кожної деталі трансмісійної установки за 

умовою втомного руйнування 1 . У разі наявності перемикання передач, 

здійснюється корегування результатів розрахунків на міцність від утоми деталі з 

урахуванням одностороннього допуску кР  та cS . 

При невиконанні умови міцності за втомним руйнуванням, оператору 

транспортно-технологічного агрегату пропонується змінити режим руху для 

зниження навантаженості елементів трансмісійної установки. 
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ВИСНОВКИ ПО РОЗДІЛУ 5 

1. Сформована концепція системного підходу підвищення безвідмовності 

основних елементів транспортно-технологічних агрегатів змінної маси, що 

базується на зменшенні додаткових енергетичних витрат, яка, на відміну від 

відомих, дозволяє забезпечити працездатний стан транспортно-технологічного 

агрегату при змінній його масі. Доведено, що умова втомної міцності елементу 

трансмісійної установки трактора може бути сформована за рахунок значення 

прискорення центру мас агрегату, а, отже і його енергетичних показників. 

2. Розрахунково-функціональним моделюванням за критерієм 

працездатності одержані аналітичні залежності з визначення навантаженості 

елементів транспортно-технологічного агрегату змінної маси, які, на відміну від 

відомих, дозволяють оцінити відхилення від базових значень навантаженості 

основних елементів транспортно-технологічного агрегату при виконанні 

транспортної операції. 

3. Уточнена теорія формування навантаженості основних елементів 

трактора у складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, яка, на 

відміну від відомих, дозволяє оцінити його працездатність при нестабільності 

гакового навантаження. 

4. Для забезпечення працездатності трансмісійної установки доведено 

твердження про зниження додаткових витрат роботи агрегату на 

самопересування і, як наслідок, зниження прискорення центру мас агрегату в 

його просторовій динаміці. 

5. Доведена інформативність прискорення центру мас транспортно-

технологічного агрегату змінної маси як показника енергетичної ефективності 

агрегату та працездатності його структурних елементів. На основі 

запропонованих концепцій та залежностей сформований алгоритм управління 

транспортно-технологічним агрегатом змінної маси в раціональній області 

навантаженості елементів трансмісії. 
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РОЗДІЛ 6 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ТРАКТОРІВ 

НА ТРАНСПОРТНИХ РОБОТАХ 

6.1 Польові дослідження транспортно-технологічного агрегату змінної 

маси 

Побудова простору енергетичних конфігурацій руху – процес, 

побудований на обробці та аналізі експериментальних досліджень, який 

визначає величину витраченої роботи з можливістю її диференціації на корисну, 

пов’язану з самопересуванням агрегату, і шкідливу, величина якої визначається 

коливаннями центру мас агрегату і його переміщенням в просторі за рахунок 

зміни маси останнього. 

З огляду на той факт, що простір енергетичних конфігурацій – простір 

реалізацій процесу, побудованого на відповідних значеннях певних параметрів в 

кожен момент часу, то можна говорити про те, що сам простір енергетичних 

конфігурацій емпіричний. 

Формування ж такого простору конфігурацій дозволяє визначати 

раціональний режим функціонування агрегату в полі, без проведення додаткових 

польових і стендових досліджень, що значно збільшує продуктивність агрегату 

за рахунок того, що він не виводиться з технологічного процесу. 

Раціоналізації режимів функціонування агрегатів присвячено досить 

багато робіт, проте велика їх частина спрямована на вирішення питання в 

площині залишкового парку тракторів і застарілих технологій виробництва 

продукції рослинництва. 

Наявність же енергонасичених тракторів і формування нових транспортно-

технологічних комплексів на їх базі висуває нові вимоги до методів оцінки і 

раціоналізації режимів руху транспортно-технологічних агрегатів. 

Крім того, існуючі методи досліджень не враховують специфіку 

формування дотичної сили тяги рушіїв трактора з точки зору його тягового 
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балансу. Постійне збільшення маси транспортно-технологічної машини, 

викликане недовикористанням енергетичних можливостей трактора через 

обмеженість швидкісного режиму, сприяє формуванню додаткових навантажень 

на гаку, величина яких, при виконанні технологічної операції, змінюється в 

значному інтервалі значень. 

Такі коливання гакового навантаження сприяють формуванню 

коливального процесу на колесі трактора, що, в свою чергу призводить до 

стохастичної динаміки обертання колеса. Значні зміни моментів на колесі 

сприяють змінам навантажень на вали трансмісії, що призводить до зменшення 

ресурсу останніх. 

Можливим напрямом вирішення даного питання може бути вивчення 

динаміки центру мас транспортно-технологічного агрегату з метою визначення 

величини додаткової роботи, викликаної коливальними процесами в агрегаті і 

адаптації самого агрегату до умов функціонування за рахунок раціоналізації 

режимів його роботи. 

6.1.1 Мета і завдання польових досліджень 

Метою експериментальних досліджень є підтвердження аналітичних 

залежностей між динамікою транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

і його центру мас в просторі і узагальненими критеріями, що визначають простір 

енергетичних конфігурацій руху агрегату з метою визначення раціонального 

режиму функціонування останнього. 

При проведенні експериментальних досліджень необхідно вирішити такі 

завдання: 

– експериментальне підтвердження можливості визначення положення 

центру мас транспортно-технологічного агрегату змінної маси з використанням 

величини його прискорення; 
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– підтвердження експрес-методу визначення роботи, витраченої 

транспортно-технологічним агрегатом змінної маси на підставі аналізу динаміки 

його центру мас в просторі; 

– дослідження формування простору енергетичних конфігурацій руху 

транспортно-технологічного агрегату в залежності від зміни маси останнього; 

– експериментальне підтвердження методології вибору режиму роботи, 

яка базується на аналізі величини додаткової роботи, витраченої агрегатом 

змінної маси, при виконанні транспортно-технологічної операції. 

6.1.2 Методика і експериментальні дослідження динаміки центру мас 

агрегату змінної маси з використанням величини його прискорення 

Рухи як агрегату в цілому, так і трактора, як енергетичного засобу окремо, 

розглядаються в багатьох наукових роботах, присвячених теорії трактора і 

машиновикористання. На основі аналізу існуючих робіт можна зробити 

висновок, що практично всі вони присвячені питанням динаміки з точки зору 

нерухомості центру мас всього агрегату. 

Такий підхід був виправданий тоді, коли вага транспортно-технологічної 

машини була менше, або порівнюваною з вагою самого трактора. Однак, 

наявність на сучасному ринку транспортно-технологічних машин, вага яких 

значно перевищує вагу трактора, диктує абсолютно нові вимоги до вивчення 

динаміки агрегату. 

Відсутність врахування зміни положення центру мас трактора призводить 

до значних помилок як в динамічних розрахунках, пов’язаних з силовими 

показниками, так і в обґрунтуванні його тягових і експлуатаційних показників, 

що свідомо веде до неможливості теоретичного синтезу раціонального режиму 

руху транспортно-технологічного агрегату змінної маси. 

Як було доведено в розділі 5, зміна положення центру мас дозволяє в 

повній мірі визначити роботу, витрачену не тільки на самопересування агрегату, 

але і на додаткові коливання, викликані нестатичністю маси. При цьому, 
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найбільш інформативною і простою величиною, що характеризує переміщення 

центру мас транспортно-технологічного агрегату в просторі, є прискорення руху 

останнього. 

6.1.2.1 Реєстраційно-вимірювальне обладнання для визначення 

прискорення центра мас транспортно-технологічного агрегату 

Для визначення значення повного прискорення центру мас транспортно-

технологічного агрегату і величини вектору рівнодіючої системи сил, яка 

прикладається до останнього, використаний вимірювально-реєстраційний 

комплекс для випробування мобільних машин і їх елементів «ВДВММ 4-001» 

ПАСПОРТ 4-001.000.00 ПС [239], який складається з двох датчиків Freescale 

Semiconductor моделі ММА 7260 QT, а також програмного забезпечення для 

аналітичної обробки і архівації результатів експериментальних досліджень [240] 

– рис. 6.1. 

 

Рисунок 6.1 – Вимірювально-реєстраційний комплекс для випробування 

мобільних машин і їх елементів «ВДВММ 4-001» 
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Датчик MMA7260QT – ємнісний акселерометр, який визначає 

прискорення за трьома ортогональними вісями з межами вимірювання ± 1,5g - 

рис. 6.2 

 

Рисунок 6.2 – Акселерометр MMA7260QT з трьома ортогональними робочими 

вісями координат 

Датчик використовує напругу в діапазоні 2,2…3,6 В, тобто може вільно 

використовуватися з будь-якими низьковольтними джерелами струму. При 

цьому необхідно звернути увагу, що між помилкою вимірювання датчика і 

напругою його живлення існує обернено пропорційна залежність. Так, при 

мінімальній напрузі в 2,2 В помилка становить 3%. 

За конструкцією акселерометр являє собою датчик механічного типу – рис. 

6.3. 

 

Рисунок 6.3 – Схема роботи акселерометра [240] 
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У герметично закритому контейнері розміщується система, що 

представляє собою сукупність двох послідовно з’єднаних ємностей 

(конденсаторів) з загальними електродами-обкладками. Дві крайні обкладки 

зафіксовані в корпусі датчика і є нерухомими, в той час як центральна обкладка 

розміщується на спеціальних рейках таким чином, щоб здійснювати 

поступальний рух в області, що обмежена двома зовнішніми обкладками, 

зберігаючи паралельність їм. В такому випадку вимірювальна система датчика є 

неінерціальною систему координат. 

При впливі на акселерометр деякого прискорення в вимірювальній системі 

виникає сила інерції, лінія дії якої збігається з лінією дії вектору прискорення, а 

напрямок – протилежний напрямку вектору прискорення. 

Під дією цієї сили інерції переміщується центральна обкладка 

вимірювальної системи датчика, в наслідок чого змінюється ємність обох 

конденсаторів. Наявність послідовного з’єднання конденсаторів сприяє 

перерозподілу напружень внаслідок сталості заряду на обкладках. 

Перерозподіл напруг, як вихідний сигнал, подається на підсилювач, 

проходячи через фільтри низьких частот і каскади температурної компенсації, а 

потім на відповідні виходи значень прискорень за вісями ортогональної системи 

координат. 

Передача даних здійснюється за допомогою аналогового сигналу. Для 

обробки сигналу з вимірювальної системи датчика необхідно мати інформацію 

про початкове значення напруги в умовах відсутності дії зовнішніх сил (крім 

сили тяжіння) і ступінь чутливості датчика. 

У акселерометрі, який використовується, ступінь чутливості становить 800 

мВ/g (параметр представлений для режиму 1,5g і змінюється в залежності від 

вибору режиму чутливості) [241] (Додаток Ж). 

Існуючі методи градуювання акселерометрів можна розділити на три 

групи в залежності від типу прискорення, що вимірюється датчиком: для 

синусоїдального, постійного або перехідного прискорення. Винахідниками 

вимірювального комплексу запропонований метод градуювання шляхом 
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прикладання постійного значення прискорення – градуювання в полі сили 

тяжіння [242]. 

Метод полягає у вимірюванні сигналу, отриманого після того, як справжня 

вісь чутливості датчика орієнтується під деяким кутом відносно місцевої 

вертикалі. Оскільки на даний момент діють свідоцтва про державну 

метрологічну атестацію (Додаток Д) та повірку вимірювальної техніки 

(Додаток Е), то комплекс не потребує додаткового градуювання і повірки. 

6.1.2.2 Встановлення датчиків прискорення на транспортно-технологічний 

агрегат для визначення його центру мас 

Розглянемо рух транспортно-технологічного агрегату змінної маси як рух 

системи двох абсолютно твердих тіл, з’єднаних між собою ідеальним зв’язком. 

Для динамічного аналізу даної системи приймемо такі припущення: 

– остови елементів агрегату є абсолютно твердими тілами. Дане 

твердження не суперечить дійсності, оскільки несучі конструкції трактора і 

машини є жорсткими конструкціями, деформаціями яких можна знехтувати; 

– агрегат рухається по абсолютно рівній поверхні без ухилу. Дане 

твердження дозволяє зменшити геометричні розрахунки без істотного зниження 

точності; 

– дисипація енергії в системі відсутня. Дане твердження дозволяє 

застосовувати до системи загальні теореми динаміки, розглядаючи її як систему 

елементарних точок. 

Нехай на агрегаті встановлено чотири датчика прискорень – рис. 6.4. 

Розглянемо динаміку руху даних точок в просторі з урахуванням переміщення 

центру мас агрегату в результаті виконання технологічної операції. 

Приймемо, що кожен датчик необхідно встановлювати таким чином, щоб 

його локальна вісь Х  збігалася з поздовжньою віссю машини (трактора), вісь Y  

була спрямована в бік правого борта агрегату, а вісь Z  – перпендикулярно 

площині ХY  вертикально вгору. 
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Розглянемо рух точок відносно деякого полюса обертання – точки О  – 

центру повороту. При цьому (рис. 6.4) будемо вважати, що точки 1С  і 2С  – 

центри мас трактора і транспортно-технологічної машини відповідно, а точка С  

– центр тяжіння всього агрегату. У свою чергу, точки А , В , D  та Е  – точки 

установки акселерометрів на агрегат при проведенні експериментальних 

досліджень. 

 

Рисунок 6.4 – Динаміка акселерометрів, встановлених на агрегат і центрів мас 

самого транспортно-технологічного агрегату 

Розглянемо динаміку всього агрегату. За визначенням центру мас, можемо 

записати: 

 
агр

маш
C
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тр
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rr 21  ,  (6.1) 

де 1Cr  і 2Cr  – радіус-вектор від центру повороту агрегату до центру мас трактора 

і транспортно-технологічної машини відповідно; 

 трт  і машт  – маса трактора і транспортно-технологічної машини відповідно; 
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 маштрагр ттт   – маса транспортно-технологічного агрегату. 

Складемо векторну суму виду: 

 CC rCCr  11 ,  (6.2) 

де СС1  – відстань від центру мас трактора до центру мас агрегату, підставляючи 

яку в залежність (6.1), після перетворення, отримаємо: 
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 .  (6.3) 

Для визначення відповідних радіус-векторів 1Cr  і 2Cr  розглянемо обертання 

агрегату і його елементів навколо полюса О  в двох ортогональних площинах – 

поздовжній і поперечній. 

В поздовжній площині прискорення кожного центру мас визначається як 

векторна сума двох складових: тангенціальної 
Сiа , спрямованої по дотичній до 

траєкторії і перпендикулярно радіусу повороту, і нормальної п
Сiа  складової, 

спрямованої уздовж даного радіуса. Тоді, для кожного центру мас агрегату 

можемо записати: 
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З огляду на порядок установки акселерометрів, можна говорити про те, що 

у
С

п
С аа 11  , у

С
п
С аа 22  , а х

СС аа 11 
 , х

СС аа 22 
 . Тоді, за визначенням нормального 

прискорення, запишемо: 
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де 1С  і 2С  – кутові швидкості обертання трактора і транспортно-технологічної 

машини відносно центру повороту – точки О . 

Тоді: 
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Враховуючи той факт що: 
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використовуючи залежність (6.6), остаточно можемо записати: 
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Величину кутової швидкості повороту елементів агрегату можна 

визначити через зміну кута повороту за час опитування акселерометра. Так, 

нехай в певний момент часу 0t  прискорення точки 1С , по вісях природного 

тригранника, дорівнює )( 01 tаС
 , )( 01 tап

С  і )( 01 tаb
С , а в певний момент часу 1t  – 

)( 11 tаС
 , )( 11 tап

С  і )( 11 tаb
С . Тоді, кут повороту в просторі трактора за час може бути 

визначений із залежності виду: 
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або, в показаннях акселерометрів: 
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При цьому, кутова швидкість повороту кожного елемента може бути 

визначена як відношення зміни кута повороту на час виконання даного повороту: 
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Таким чином, використовуючи залежності (6.3), (6.8) і (6.10) – (6.11), 

знаючи прискорення центрів мас трактора і агрегату, можна визначити 

положення в поздовжній площині центру мас всього агрегату. Аналогічні 

висновки можна зробити і для вертикальної площини, розглядаючи в якості 

прискорень точок 1С  і 2С  прискорення їх обертання відносно того ж центра 

повороту О  в вертикальній площині: вектор тангенціального прискорення 
Сіа  і 

вектор бінормального прискорення b
Сіа . Для визначення прискорення центра мас 

окремих елементів агрегату розглянемо, як приклад, визначення прискорення 

точки 1С  – центру мас трактора з використанням датчиків прискорень, 

встановлених в точках А  і В  – рис. 6.4 – в горизонтальній площині. 

Приймемо, що трактор в горизонтальній площині рухається 

плоскопаралельно. Тоді, прискорення точок А  і В  може бути визначено з 

залежностей виду: 
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де 1АСа  і 1ВСа  – прискорення обертального руху точок А  і В , відповідно, 

відносно центра ваги трактора – дотичні прискорення обертального руху 

трактора 
Аа  і 

Ва . 

Використовуючи визначення дотичного прискорення, можемо записати: 
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де тр  – кутове прискорення повороту трактора в горизонтальній площині; 

 1АС  і 2АС  – відстані від центра ваги трактора до місць установки 

акселерометрів. 

З огляду на установку датчиків прискорень, можемо записати: 
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і, з урахуванням залежності (6.13), отримаємо: 
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Якщо прийняти, що акселерометр, встановлений в точці А  – основний, а в 

точці В  – допоміжний, то з (6.15) можна записати: 
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або, з урахуванням (6.12), після перетворення, отримаємо: 
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Підставляючи показання датчика в точці А  за відповідними вісями 

координат, матимемо: 
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Із залежності (6.18) досить просто визначити поперечну компоненту 

вектору прискорення центру мас трактора в поздовжній площині, якщо 

врахувати, що трактор – абсолютно тверде тіло, і, відповідно, х
В

х
А

х
С ааа 1 . 

В такому випадку, поперечна компонента може бути визначена з суми 

поздовжньої і поперечної складових: 
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Аналогічним чином, на підставі таких саме міркувань, можна визначити 

прискорення центру мас трактора у вертикальній площині і прискорення 

транспортно-технологічної машини в двох розглянутих ортогональних 

площинах. 

6.1.2.3 Дослідження прискорення центру мас транспортно-технологічного 

агрегату змінної маси 

У розділі 5 пропонується алгоритм визначення положення центру мас 

транспортно-технологічного агрегату, який заснований на визначенні значення 

повного його прискорення. Для реалізації алгоритму використовуємо комплекс 

датчиків прискорення і вбудований алгоритм. Об’єкт експериментальних 

досліджень – трактор ХТЗ-17221 в агрегаті з транспортно-технологічною 

машиною змінної маси МЖТ-10 на ґрунтовій дорозі – рис. 6.5. 

 

Рисунок 6.5 – Об’єкт експериментальних досліджень 

Порядок проведення експерименту: 

1. установка на об’єкт досліджень вимірювальних приладів; 

2. транспортно-технологічний агрегат транспортується до місця 

проведення експерименту, а сам трактор виводиться на експлуатаційний режим 

роботи його елементів; 

3. на транспортно-технологічний агрегат встановлюється чотири датчика 

прискорень (по два на трактор і транспортно-технологічну машину), 

вимірюється відстань від центру мас трактора і машини (на підставі їх технічних 
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даних) до кожного датчика. Проводиться калібрування і самодіагностика 

датчиків на основі вбудованих алгоритмів; 

4. відбивається ділянка ґрунтової дороги довжиною 100 м з ухилом несучої 

поверхні не більше 2%; 

5. проводиться тестовий заїзд, за результатами якого проводиться 

додаткове калібрування датчиків (за необхідності); 

6. на трансмісії трактора встановлюється обрана передача; 

7. включається насос, що подає рідину з транспортно-технологічної 

машини. Витрата рідини визначається об’ємним методом. На початку заїзду 

транспортно-технологічна машина наповнюється до верхнього рівня. Після 

проїзду тестової ділянки дороги вимірюється напір рідини і розраховується 

витрата останньої в одиницю часу з урахуванням змінного напору (за 

залежностями, що наведені в розділі 2); 

8. після стабілізації режиму руху агрегату за допомогою реєстраційно-

вимірювального комплексу фіксуються такі параметри: 

а) компоненти векторів прискорень за кожним датчиком, м/с2; 

б) дійсна швидкість руху агрегату, м/с; 

в) температура датчиків і навколишнього середовища (для визначення 

точності вимірювань), °С. 

9. операції пунктів 7 і 8 повторюються не менше п’яти разів з різним 

початковим напором рідини в транспортно-технологічній машині; 

10. по закінченню основних досліджень проводиться аналіз отриманих 

експериментальних даних. 

Проаналізуємо результати експериментальних досліджень динаміки 

транспортно-технологічного агрегату і його центра мас в процесі зміни маси. На 

рис. 6.6 представлено переміщення центру мас агрегату за віссю Х  (напрямок, 

що збігається з поздовжньою віссю агрегату) з урахуванням переміщення 

агрегату в просторі (рис. 6.6, а), і тільки за рахунок коливань гакового 

навантаження (рис. 6.6, б). 
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Як видно з рис. 6.6, максимальні відхилення центру мас від положення 

рівноваги не перевищують 200 мм, що відповідає значенням, визначеним 

теоретичним шляхом. 

 
а 

 
б 

а – з урахуванням переміщення агрегату в просторі; б – з урахуванням тільки 

коливань гакового навантаження 

Рисунок 6.6 – Переміщення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 уздовж 

поздовжньої вісі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

Аналогічні відхилення спостерігаються і для переміщення центру мас 

уздовж вісі, яка спрямована поперек руху агрегату – вздовж вісі Y  (рис. 6.7), що 

так само відповідає результатам теоретичних досліджень. На рис. 6.8 наведені 

переміщення центру мас агрегату з урахуванням його динаміки внаслідок 

розвантаження транспортно-технологічної машини (рис. 6.8, а) і тільки 

внаслідок зміни значення гакового навантаження (рис. 6.8, б). Як видно з 

отриманих залежностей, переміщення центру мас по вертикалі становить (без 

урахування розвантаження машини) 300 мм, що так само відповідає значенням, 

отриманим в розділі 1. 
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Рисунок 6.7 – Переміщення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 вздовж 

поперечної вісі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

 

а 

 

б 

а – з урахуванням розвантаження транспортно-технологічної машини; 

б – з урахуванням тільки коливань гакового навантаження 

Рисунок 6.8 – Переміщення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 уздовж 

вертикальної вісі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

На підставі рис. 6.6 – 6.8 отримано сумарне переміщення центру мас 

агрегату в процесі виконання технологічної операції, величина якого може бути 

застосована для визначення значення дотичній сили тяги трактора – рис. 6.9. 

З рис. 6.9 можна зробити висновок, що середнє значення переміщення 

центру мас агрегату, за час 15 с, становить 205 мм, тобто 13 мм кожну секунду.  
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Рисунок 6.9 – Переміщення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 

в просторі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

Таким чином можна говорити про те, що зміна маси транспортно-

технологічного агрегату сприяє значному переміщенню його центру мас, що в 

корені міняє тягову динаміку трактора. На рис 6.10 наведені закони розподілу 

переміщення центру мас за кожною з вісей і його повного значення.  

  
а б 

  
в г 

а – вздовж вісі Х ; б – вздовж вісі Y ; в – уздовж вісі Z ; г – в просторі 

Рисунок 6.10 – Закони розподілу величин переміщення центру мас 

транспортно-технологічного агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 за вісями і в 

просторі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 
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З рис. 6.10 можна зробити висновок, що всі величини, які є вхідними 

параметрами для побудови простору енергетичних конфігурацій, розподілені за 

нормальним законом. Тому можна говорити, що гіпотеза про нормальний 

розподіл вхідних величин, прийнята в розділі 3, виконується. 

6.1.2.4 Визначення роботи, витраченої транспортно-технологічним 

агрегатом змінної маси на підставі аналізу динаміки його центру мас 

На підставі датчиків прискорень, встановлених на агрегаті (рис. 6.11), 

отримані значення прискорень центру мас агрегату за трьома вісями 

ортогональної системи координат (рис. 6.12). 

  

Рисунок 6.11 – Встановлення двох акселерометрів на транспортно-

технологічній машині МЖТ-10 

На рис. 6.12 також представлена зміна в часі значення повного 

прискорення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 при виконанні 

транспортно-технологічної операції зі зміною маси останнього. 

Як видно з рис. 6.12, найбільші прискорення для напівначіпного 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси на четвертій передачі 

транспортного діапазону спостерігаються за вісями Y  і Х .  

Перші прискорення викликаються коливаннями рідини всередині 

транспортно-технологічної машини, в той час як другі визначаються як 
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коливаннями рідини, так і коливаннями навантаження на гаку внаслідок зміни 

положення центру мас агрегату. 

 

а 

 

б 

 

в 

 

г 

а – за віссю Х ; б – за віссю Y ; в – за віссю Z ; г –повне прискорення 

Рисунок 6.12 – Прискорення центру мас агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 за 

ортогональними вісями координат і в просторі на 4 передачі транспортного 

діапазону по ґрунтовій дорозі 
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На підставі рис. 6.12 і виміряної, в ході експерименту, витрати рідини з 

транспортно-технологічної машини (зниження маси машини), з використанням 

залежностей, наведених в розділі 3, визначена дотична сила тяги трактора при 

виконанні даної операції при зміні маси агрегату – рис. 6.13. 

 

Рисунок 6.13 – Значення дотичній сили тяги трактора при виконанні 

транспортно-технологічної операції в складі агрегату змінної маси 

ХТЗ-17221 + МЖТ-10 на 4 передачі транспортного 

діапазону по ґрунтовій дорозі 

На підставі залежностей, які представлені на рис. 6.9 і 6.13, побудуємо 

простір енергетичних конфігурацій руху агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 на 4 

передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі при зміні положення його 

центру мас – рис. 6.14. 

З рис. 6.14 можна зробити висновок, що при розвантаженні транспортно-

технологічної машини спостерігається зниження коливань центру мас агрегату, 

що сприяє зниженню енерговитрат на його самопересування. 

Крім того, як видно з рис. 6.14, теоретичне значення дотичної сили тяги, 

необхідної для самопересування агрегату, без урахування коливань, становить 

31теоркР кН. В результаті застосування цієї сили агрегат переміститися на 

відстань 950теорcS мм (дана величина на 5% менше довжини 

експериментальної ділянки внаслідок наявності буксування), в результаті чого 

витратить теоретичну роботу 4,29теорА кДж. 

Наявність же додаткових переміщень центру мас агрегату призводить до 

збільшення пройденого шляху до 1600дійсcS мм, що вимагає докладання 
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додаткової сили в 5,40дійскР кН і збільшення витраченої роботи до 8,64дійсА

кДж (в 2,2 рази). Додаткова робота 4,35додА кДж додатково передається по 

валах трансмісійної установки, викликаючи їх додаткове навантаження. 

 

1 – при повному завантаженні транспортно-технологічної машини; 2 – при 

порожній транспортно-технологічної машині 

Рисунок 6.14 – Простір енергетичних конфігурацій руху агрегату ХТЗ-

17221 + МЖТ-10 на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

Аналогічні дослідження динаміки центру мас проведені для причіпного 

агрегату на базі трактора John Deere 8310R з причіпною транспортно-

технологічною машиною МЖТ-16 (рис. 6.15). 

 

Рисунок 6.15 – Причіпний транспортно-технологічний агрегат  

John Deere 8310R + МЖТ-16 
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Метою досліджень було виявлення формування простору енергетичних 

конфігурацій руху в залежності від схеми агрегатування транспортно-

технологічної машини. 

На тракторі, як і на транспортно-технологічній машині, встановлювалося 

по два датчика прискорень (рис. 6.16) 

   

а       б 

Рисунок 6.16 – Встановлення датчика прискорень на тракторі (а) і на 

транспортно-технологічній машині (б) 

На підставі проведених експериментальних досліджень отримані значення 

переміщення центру мас агрегату при виконанні транспортно-технологічної 

операції за трьома ортогональними вісями координат (рис. 6.17). 

З рис. 6.17 можна зробити висновок, що результати експериментальних 

даних збігаються зі значеннями, визначеними теоретично. Розбіжність значень 

не перевищує 3%. 

Крім того, можна зробити висновок, що причіпне агрегатування 

транспортно-технологічної машини дозволяє знижувати коливальне 

переміщення центру мас агрегату внаслідок наявності нежорсткого зв’язку між 

трактором і машиною, що дозволяє демпфувати частину стохастичного гакового 

навантаження, переданого на трактор. 

На рис. 6.18 представлені значення повного переміщення центру мас 

агрегату в просторі і відповідні йому значення дотичної сили тяги, що 

розвивається трактором на ведучих колесах. 
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а 

 

б 

 

в 

а – за віссю Х ; б – за віссю Y ; в – за віссю Z  

Рисунок 6.17 – Переміщення центру мас транспортно-технологічного 

агрегату John Deere 8310R + МЖТ-16 при русі на 4 передачі транспортного 

діапазону по ґрунтовій дорозі 

З рис. 6.18 можна зробити висновок, що переміщення центру мас 

причіпного транспортно-технологічного агрегату, які спостерігаються, значно 

нижче значень, якими характеризується, напівначіпний агрегат ХТЗ-17221 + 

МЖТ-10, розглянутий раніше. 

Крім того, значення дотичної сили тяги, виходячи з рис. 6.18, більше, ніж 

значення для напівначіпного агрегату. Однак, таке збільшення можна 

обґрунтувати зміною енергетичного засобу і, відповідно, використанням його 
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енергонасиченості на ряду з іншими передавальними числами трансмісії для 4 

передачі транспортного діапазону. 

 

а 

 

б 

Рисунок 6.18 – Повне переміщення (а) і величина дотичній сили тяги (б) 

причіпного транспортно-технологічного агрегату John Deere 8310R + МЖТ-16 

при русі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

Аналіз статистичних законів розподілу величин переміщення центру мас 

причіпного транспортно-технологічного агрегату змінної маси і його дотичної 

сили тяги (рис. 6.19) дозволяє зробити висновок, що для таких агрегатів також 

виконується припущення про нормальний розподіл параметрів, які формують 

простір енергетичних конфігурацій. 

Відповідно, простір енергетичних конфігурацій причіпного транспортно-

технологічного агрегату змінної маси буде також являти собою декартовий 

добуток множин значень дотичної сили тяги і переміщення центру мас трактора, 

величини яких розподілені по нормальному закону розподілу. Тоді, можна 

говорити про те, що такий простір конфігурацій також, згідно з розділом 3, буде 

мати точку мінімальної роботи, витраченої тільки на самопересування агрегату. 
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а б 

  

в г 

а – координати Х ; б – координати Y ; в – координати Z ; г – дотичної сили 

тяги, що розвивається ведучими колесами трактора 

Рисунок 6.19 – Закони розподілу переміщення центру мас і дотичної сили 

тяги причіпного транспортно-технологічного агрегату John Deere 8310R + 

МЖТ-16 при русі на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій дорозі 

На рис. 6.20 представлено простір енергетичних конфігурацій руху 

причіпного транспортно-технологічного агрегату змінної маси John Deere 8310R 

+ МЖТ-16 з характерними точками і відповідними значеннями робіт, що 

витрачаються як на самопересування агрегату, так і на його пересування з 

урахуванням коливального руху його центру мас. 

З рис. 6.20 можна зробити висновок, що для самопересування причіпного 

агрегату витрачається значно менше роботи, ніж на самопересування 

напівначіпного агрегату. Таке зменшення теоретично необхідної роботи можна 
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обґрунтувати значним зниженням величини коливання центру мас агрегату, а 

також практично повною його відсутність за однією з ортогональних вісей. 

 

1 – при повному завантаженні транспортно-технологічної машини; 2 – при 

порожній транспортно-технологічної машині 

Рисунок 6.20 – Простір енергетичних конфігурацій руху агрегату John 

Deere 8310R + МЖТ-16 на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій 

дорозі 

6.1.2.5 Експериментальне підтвердження методології вибору режиму 

функціонування за величиною додаткової роботи, витраченої агрегатом 

Для перевірки гіпотези можливості аналізу величини дотичної сили тяги за 

значенням додаткової роботи, витраченої агрегатом на виконання транспортно-

технологічної операції і можливості вибору режиму функціонування агрегату по 

даному параметру, проведені експериментальні дослідження для зазначеного 

напівначіпного (ХТЗ-17221 + МЖТ-10) агрегату на чотирьох передачах 

транспортного діапазону при зміні маси агрегату в заданих межах (витрата 

рідини з транспортно-технологічної машини і шлях, пройдений агрегатом 

обиралися таким чином, щоб забезпечити рівність зміни маси за різні відстані) – 

рис. 6.21. 
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Рисунок 6.21 – Простір енергетичних конфігурацій руху агрегату John Deere 

8310R + МЖТ-16 на чотирьох передачах транспортного діапазону по ґрунтовій 

дорозі при однаковій зміні маси агрегату 

З рис. 6.21 можна зробити висновок, що перехід на знижену передачу 

дозволяє знизити амплітуду коливальних рухів центру мас транспортно-

технологічного агрегату, на фоні підвищення величини дотичної сили тяги на 

ведучих колесах трактора, в результаті чого площа, яка визначається 

відповідною реалізацією (підпростором) стає менше, в наслідок чого 

зменшується і додаткова робота, витрачена на самопересування агрегату. 

Тобто можна говорити про те, що, використовуючи простір енергетичних 

конфігурацій руху транспортно-технологічного агрегату, можна вибрати 

найбільш раціональний режим функціонування з мінімальними витратами 

додаткової роботи, величина якої визначається динамікою центру мас. 

Однак, слід звернути увагу, що даний вибір раціонального режиму повинен 

також регламентуватися навантаженістю і, відповідно, працездатністю 

елементів трансмісійної установки трактора. 

Можна припустити, що (як доведено в розділі 3) мінімальна площа 

додаткової роботи, витраченої агрегатом, буде відповідати мінімальній 

навантаженості елементів трансмісійної установки трактора. 
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6.2 Імітаційне моделювання навантаженості елементів трансмісійної 

установки трактора 

Для проведення розрахунку деталей трансмісії на міцність необхідно 

визначити причини, що викликають вихід деталей з ладу (поломка, надмірний 

знос, підвищення температури і т.п.), і навантажувальний режим, що включає 

величину крутного моменту, кутову швидкість деталі і час роботи. 

При русі колісної машини відбувається безперервна зміна крутного 

моменту, що передається від двигуна механізмам трансмісії. Навантаження на 

деталі трансмісії – змінні, що змінюються за деякими імовірнісними законами. 

Крива розподілу навантаження в області великих навантажень обмежується 

величиною максимальних експлуатаційних пікових навантажень. 

Динамічне навантаження трансмісії відбувається при швидкому початку 

руху колісної машини з місця, при наїзді ведучих коліс на перешкоду, різкому 

гальмуванні і т.п. 

Особливо великий крутний момент діє на трансмісію, коли водій, бажаючи 

використати кінетичну енергію маховика для рушання трактора з місця, розганяє 

двигун на холостому ходу і різко відпускає педаль зчеплення. 

Ці навантаження є наслідком коливальних процесів, що відбуваються в 

трансмісії в перехідному процесі. Їх величина залежить від запасу кінетичної 

енергії двигуна, моментів тертя між дисками зчеплення і в контакті ведучих коліс 

з дорогою, від моментів інерції і піддатливості деталей трансмісії і двигуна, 

передавальних чисел трансмісії і т.п. 

Крім того, на їх величину впливає ряд інших чинників, які важко 

піддаються обліку, таких, як суб’єктивні якості водія, регулювання механізмів 

муфти зчеплення, ручного гальма, температура і в’язкість масла в картерах 

агрегатів, час попереднього буксування зчеплення і т. д. 

Необхідно відзначити, що в ряді випадків можливі ще більш високі 

навантаження в трансмісії, наприклад, різке включення зчеплення на нижчій 

передачі в коробці передач при вмерзанні в землю ведучих колесах. Але 
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розраховувати деталі трансмісії на міцність за цими аварійним навантаженнями 

не має сенсу [36, 48]. 

З огляду на те, що випробування на міцність і довговічність передбачають 

проведення серії ресурсних випробувань, кількість циклів навантаження яких 

обчислюється істотними значеннями, в даний час великого поширення набуває 

вивчення навантаженості машинобудівних конструкцій за допомогою 

проведення комп’ютерного експерименту з використанням методу скінченних 

елементів. 

6.2.1 Мета і завдання комп’ютерного експерименту 

Метою комп’ютерних досліджень є підтвердження аналітичних 

залежностей між динамікою центру мас транспортно-технологічного агрегату 

змінної маси і навантаженістю його елементів з метою визначення раціонального 

режиму функціонування останнього. 

При проведенні експериментальних досліджень необхідно вирішити такі 

завдання: 

– імітаційне підтвердження можливості визначення найбільш 

навантажених елементів трансмісійної установки трактора на підставі значень 

вхідного параметра – стохастичної величини крутного моменту – моменту опору 

перекочування на ведучих колесах трактора; 

– підтвердження методики визначення навантаженості елементів 

трансмісійної установки на підставі аналізу динаміки центру мас агрегату в 

просторі і простору енергетичних конфігурацій руху останнього. 

6.2.2 Методика і імітаційні дослідження навантаженості елементів 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

Основна ідея методу скінченних елементів полягає в тому, що будь-яку 

безперервну величину можна апроксимувати дискретною моделлю, яка 

будується на безлічі кусково-безперервних функцій, визначених на кінцевому 
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числі ділянок. Кусково-безперервні функції визначаються за допомогою 

значень неперервної величини в кінцевому числі точок даної області. 

У загальному випадку безперервна величина заздалегідь невідома і 

потрібно визначити значення цієї величини в деяких внутрішніх точках області. 

Дискретну модель, проте, дуже легко побудувати, якщо спочатку припустити, 

що числові значення цієї величини в кожній внутрішній точці області відомі. 

Після цього можна перейти до загального випадку. Отже, при побудові 

дискретної моделі безперервної величини використовують такий спосіб: 

1. В області фіксується кінцеве число точок. Ці точки називаються 

вузловими точками або просто вузлами. 

2. Значення безперервної величини в кожній вузловій точці вважається 

змінною, яка повинна бути визначена. 

3. Область визначення безперервної величини розбивається на кінцеве 

число ділянок, які називаються елементами. Ці елементи мають загальні вузлові 

точки і в сукупності апроксимують форму області. 

4. Безперервна величина апроксимується на кожному елементі 

поліномом, який визначається за допомогою вузлових значень цієї величини. 

Для кожного елемента визначається свій поліном, але поліноми підбираються 

таким чином, щоб зберігалася безперервність величини уздовж кордонів 

елемента. 

Важливим аспектом методу скінченних елементів є можливість виділити 

з набору елементів типовий елемент при визначенні функції елемента. Це 

дозволяє визначати функцію елемента незалежно від відносного положення 

елемента в загальній зв’язковий моделі і від інших функцій елементів. 

Завдання функції елемента через довільну множину вузлових значень і 

координат дозволяє використовувати функції елемента для апроксимації 

геометрії області. 

В даний час область застосування методу скінченних елементів дуже 

широка і охоплює всі фізичні завдання, які можуть бути описані 
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диференціальними рівняннями. Найбільш важливими перевагами методу 

скінченних елементів, завдяки яким він широко використовується, є наступні: 

1. Властивості матеріалів суміжних елементів не повинні бути 

обов’язково однаковими. Це дозволяє застосовувати метод до тіл, складених з 

декількох матеріалів. 

2. Криволінійна область може бути апроксимована за допомогою 

прямолінійних елементів або описана точно за допомогою криволінійних 

елементів. Таким чином, методом можна користуватися не тільки для областей 

з «хорошою» формою. 

3. Розміри елементів можуть бути змінними. Це дозволяє укрупнити або 

подрібнити мережу розбиття області на елементи, якщо в цьому є необхідність. 

4. За допомогою методу скінченних елементів не становить труднощів 

розгляд граничних умов з розривним поверхневим навантаженням, а також 

змішаних граничних умов. 

5. Зазначені вище переваги методу скінченних елементів можуть бути 

використані при складанні досить загальної програми для вирішення приватних 

завдань певного класу. Наприклад, за допомогою програми для 

вісесиметричного завдання про поширення тепла можна вирішувати будь-яку 

приватну задачу цього типу. 

Факторами, що перешкоджають розширенню кола завдань, що 

вирішуються методом скінченних елементів, є обмеженість машинної пам’яті і 

висока вартість обчислювальних робіт. 

Головний недолік методу скінченних елементів полягає в необхідності 

складання обчислювальних програм і застосування обчислювальної техніки. 

Обчислення, які потрібно проводити при використанні методу скінченних 

елементів, занадто громіздкі для ручного розрахунку навіть у разі розв’язання 

дуже простих завдань. 

Для вирішення складних завдань необхідно використовувати 

швидкодіючі ПК, що володіють великою пам’яттю. 
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В даний час є технологічні можливості для створення досить потужних 

ПК. Деякі комерційні та керуючі організації мають у своєму розпорядженні 

великі комплекти обчислювальних програм. Пом’якшити основний недолік 

методу скінченних елементів можуть вдосконалення обчислювальних програм 

і створення потужних ПК. 

Одним з таких програмних продуктів є SolidWorks – програмний 

комплекс САПР для автоматизації робіт промислового підприємства на етапах 

конструкторської та технологічної підготовки виробництва. 

Забезпечує розробку виробів будь-якого ступеня складності і 

призначення. Працює в середовищі Microsoft Windows. Це програмний засіб, 

що використовує МСЕ як чисельний метод аналізу технічних конструкцій. 

Програмне забезпечення розробляє рівняння, що керує поведінкою 

кожного елемента, враховуючи його з’єднання з іншими елементами. Ці 

рівняння пов’язують реакцію з відомими властивостями матеріалу, 

обмеженнями і навантаженнями. 

Далі програма впорядковує рівняння в більшу систему спільних 

алгебраїчних рівнянь і знаходить невідомі. 

Наприклад, для розрахунку напружень вирішальна програма знаходить 

переміщення в кожному вузлі, а потім обчислює деформації і кінцеві 

напруження. 

Програмне забезпечення пропонує наступні типи досліджень: 

– Статичні дослідження (або дослідження напруження). Статичні 

дослідження обчислюють переміщення, сили реакції, навантаження, 

напруження і розподіл запасу міцності. 

Матеріал руйнується там, де навантаження перевищили певний рівень. 

Обчислення коефіцієнта запасу міцності базується на одному з чотирьох 

критеріїв міцності. 

– Частотні дослідження. Тіло, виведене зі стану спокою, починає 

коливатися на певних частотах, так званих власних або резонансних частотах. 

Найнижча власна частота називається основною частотою. 
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При кожній своїй частоті тіло приймає певну форму, яка називається 

формою коливань. При частотному аналізі розраховуються власні частоти і 

асоційовані форми коливань. 

– Динамічні дослідження. Динамічні дослідження обчислюють реакцію 

моделі, викликану навантаженнями, прикладеними раптово, або змінюються з 

часом або по частоті. 

– Термічні дослідження. Термічні дослідження підраховують 

температури, градієнт температури і тепловий потік на основі тепловиділення, 

теплопровідності, конвекції і умов випромінювання. Термічні дослідження 

можуть допомогти уникнути небажаних термічних умов: наприклад, перегріву 

і плавлення. 

– Дослідження на ударні навантаження. За допомогою випробувань на 

ударні навантаження можна оцінити вплив падіння конструкції на тверду 

підлогу. Крім сили тяжіння, вказується висота скидання або швидкість під час 

удару. 

Програма вирішує динамічну задачу у вигляді тимчасової залежності, 

використовуючи експліцитні методи інтегрування. Експліцитні методи – 

швидкі, але вимагають використання малих тимчасових інкрементів. 

Завдяки великій кількості інформації параметри аналізу можна 

генерувати, програма зберігає результати в певний час і в певному місці 

відповідно до інструкції, заданої перед запуском аналізу. 

– Дослідження втоми (матеріалів). Повторювані операції застосування 

навантаження і її ослаблення з часом призводять до ослаблення об’єктів, навіть 

якщо індуковані напруження набагато менше, ніж допустимі обмеженні 

навантаження. 

Кількість циклів, що необхідні для втомного руйнування в місці 

розташування, залежить від матеріалу і коливань напружень. Справжня 

інформація, для певного матеріалу, забезпечується кривою втоми. 
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Крива показує кількість циклів, яка викликає руйнування на різних рівнях 

напруження. Дослідження втоми обчислюють термін служби об’єкта, 

заснований на умовах втоми матеріалів і даних кривих. 

При вирішенні завдань методом скінченних елементів використовуються 

елементи різних типів. 

Найпростішим серед елементів є одновимірний елемент. Схематично він 

зазвичай зображується у вигляді відрізка, хоча і має поперечний переріз. Площа 

поперечного перерізу може змінюватися по довжині, але в багатьох завдання 

вона вважається постійною. 

Найчастіше такий елемент використовується в одновимірних задачах 

поширення тепла і в задачах будівельної механіки при розрахунку стрижневих 

елементів конструкцій (типу ферм). 

Для побудови дискретної моделі двовимірної області використовуються 

два основних сімейства елементів: трикутники і чотирикутники. Сторони 

лінійних елементів кожного сімейства є прямі лінії. 

Квадратичні і кубічні елементи можуть мати як прямолінійні, так і 

криволінійні або ті та інші. Можливість моделювання криволінійних кордонів 

досягається додаванням вузлів в середину сторін елементів. 

Обидва сімейства елементів можуть бути використані одночасно 

всередині області, якщо тільки вони мають однакове число вузлів на стороні. 

Товщина елемента може бути або постійною, або бути функцією координат. 

Найбільш часто зустрічаються тривимірні елементи, якими є тетраедр і 

паралелепіпед. 

В обох випадках лінійні елементи обмежені прямолінійними сторонами 

(площинами), тоді як елементи більш високого порядку можуть мати в якості 

кордонів криволінійні поверхні. 

При розбитті тривимірного тіла важко наочно уявити розташування 

елементів в дискретній моделі, тому, більш бажаним з цих двох типів елементів 

є паралелепіпед – рис. 6.22. 
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Рисунок 6.22 – Зовнішній вигляд скінченноелементної сітки, сформованої з 

паралелепіпедів в програмі SolidWorks 

Для аналізу напружено-деформованого стану елементів в програмі 

SolidWorks використовується критерій максимальної напруги за Мізесом, який 

ґрунтується на теорії Мізеса-Хенкі, також відомої як теорія енергії формозміни. 

Напруження за Мізесом може бути визначено через головні напруження по 

залежності виду: 

 
2

1
2

31
2

32
2

21

2

)()()(









 



 vonMises .  (6.20) 

Теорія стверджує, що пластичний матеріал починає пошкоджуватися в 

місцях, де напруження за Мізесом стає рівним граничному напруженню. У 

більшості випадків, межа плинності використовується в якості граничного 

напруження. 

Однак, програма дозволяє використовувати граничне розтягування або 

ставити своє власне максимальне напруження. Для моделювання моменту опору 

обертанню ведучого колеса трактора при виконанні транспортно-технологічної 

операції в складі агрегату змінної маси, використовувалася залежність, отримана 

в ході апроксимації результатів експериментальних досліджень. 

Знаючи значення дотичній сили тяги, що розвивається ведучим колесом 

трактора і статичний радіус колеса, можна визначити момент, діючий на піввісь 

і, відповідно, момент, який передається через неї в трансмісію трактора. 
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Зміна значення крутного моменту, що подається на піввісь ведучого моста 

трактора, наведена на рис. 6.23 

 

Рисунок 6.23 – Зміна в часі крутного моменту, прикладеного до піввісі ведучого 

моста трактора ХТЗ-17221, що працює в складі транспортно-технологічного 

агрегату змінної маси на 4 передачі транспортного діапазону по ґрунтовій 

дорозі 

6.2.3 Імітаційне моделювання функціонування трактора ХТЗ-17221, що 

працює в складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

Навантаженню піддавалися вхідні елементи трансмісійної установки: 

первинний вал коробки передач (рис. 6.24) навантажувався постійним за 

величиною обертовим моментом, значення якого визначається крутним 

моментом двигуна трактора. 

З іншого боку, як було зазначено вище, піввісі ведучого мосту трактора 

навантажувались відповідними моментами опорів. 

Для закріплення валів і для імітації підшипників кочення або ковзання 

використовувалися ідеальні зв’язки у вигляді ідеального шарніра. 

Такі ідеалізації хоча і вносять помилку в дослідження, однак ніяк не 

впливають на вивчення напружено-деформованого стану деталі. 

Після формування скінченноелементної сітки (рис. 6.25) проводилося 

дослідження напружено-деформованого стану кожної деталі трансмісії. 
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Рисунок 6.24 – Імітаційне навантаження постійним крутним моментом 

первинного валу коробки перемикання передач трактора ХТЗ-17221 

 

Рисунок 6.25 – Результат розбиття збірки «Первинний вал коробки 

перемикання передач» трактора ХТЗ-17221 на сітку скінченних елементів 

На рис. 6.26 наведені результати розрахунку напружень, що виникають в 

елементах коробки зміни передач внаслідок зміни крутного моменту на 

вихідному валу коробки перемикання передач (вважається, що з боку двигуна 

первинний вал коробки перемикання передач загальмований). 
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Рисунок 6.26 – Значення напружень на валах коробки перемикання передач 

трактора ХТЗ-17221 при виконанні технологічного процесу в агрегаті з 

транспортно-технологічною машиною МЖТ-10 на різних передачах 

транспортного діапазону 

З даного рисунку можна зробити висновок, що експлуатація трактора на 

IV передачі транспортного діапазону призводить до виникнення напружень, які 

негативно впливають на шліцьові з’єднання первинного валу коробки 

перемикання передач. 

Під час проведення імітаційного комп’ютерного моделювання 

встановлено, що перехід на III передачу транспортного діапазону трактора 

дозволяє знизити навантаженість валів коробки перемикання передач: з 

44,305.
1 

валперв МПа до 64,105.
1 

валперв МПа для первинного валу та з 

42,350.
1 

валвтор МПа до 43,125.
1 

валвтор МПа для вторинного валу на IV та III 

передачі відповідно, що відповідає зменшенню у 3 рази. 

При аналізі наробітку на відмову (рис. 6.27) можна говорити, що IV 

передача транспортного діапазону при виконанні транспортно-технологічної 

операції, негативно впливає на ресурс як первинного, так і вторинного валу 

КПП, знижуючи строк служби останніх на 30%.  
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Рисунок 6.27 – Значення наробітку на відмову валів коробки перемикання 

передач трактора ХТЗ-17221 при виконанні технологічного процесу в агрегаті з 

транспортно-технологічною машиною МЖТ-10 на різних передачах 

транспортного діапазону 

Можна стверджувати, що перехід на III передачу транспортного 

діапазону дозволяє знизити навантаженість валів КПП в 3 рази, збільшуючи 

термін служби їх шліцьових з’єднань. 

6.2.4 Перевірка адекватності комп’ютерного моделювання навантаженості 

елементів трансмісійної установки трактора 

Для перевірки адекватності комп’ютерного моделювання навантаженості 

елементів трансмісії транспортно-технологічного агрегату змінної маси 

проведені експериментальні та комп’ютерні дослідження динамічної 

навантаженості трансмісії трактора ХТЗ-150К. 

Мета польового дослідження: визначення навантаженості трансмісії 

трактора ХТЗ-150К при перемиканні передач. 
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Мета комп’ютерного моделювання: перевірка адекватності визначення 

навантаженості елементів трансмісії трактора ХТЗ-150К за допомогою 

програмного пакету SolidWorks. 

Методика проведення польових досліджень полягала в наступному. 

Перед випробуваннями усі параметри трактора приводилися у 

відповідності до технічних вимог. 

Двигун трактора досліджувався на гальмівному стенді. З регуляторної 

характеристики двигуна, встановленого на трактор, можна визначити, що 

номінальна потужність двигуна становить 146,29 кВт, число обертів 

колінчастого валу двигуна при номінальній потужності – 2098 об/хв, а 

максимальне число обертів колінчастого валу двигуна на холостому ході – 2263 

об/хв. 

Проведення експериментальних досліджень забезпечувалось на агрегаті 

ХТЗ-150К + ПЛП-6-35 (рис. 6.28). Завантаженість трактора регулювалась 

глибиною обробітку ґрунту. 

 

Рисунок 6.28 – Польові тензометричні випробування агрегату 

ХТЗ-150К + ПЛП-6-35 
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Тиск в шинах трактора доводився до величини 0,137 МПа для передніх 

коліс та 0,176 для задніх коліс. 

При дослідженні динамічної навантаженості в функції часу розглядалися 

наступні параметри: крутний момент на піввісях трактора, сила тяги на гаку, 

позначка часу та кутова швидкість колінчастого валу двигуна. Знаючи величини 

ефективної потужності двигуна eN  та кутову швидкість   обертання його валу, 

можна визначити ведучий момент, прикладений до колеса: 

 


 eтртр

к

Nі
М

1000
 , (6.21) 

де трі  – передавальне число трансмісійної установки; 

 тр  – ККД трансмісійної установки трактора 

Крутні моменти в елементах трансмісії вимірювалися за допомогою 

тензодатчиків, наклеєних за загальноприйнятою методикою. При цьому 

використовувались дротові датчики опору з базою 20 мм. Для підсилення та 

реєстрації сигналів, які йдуть від датчиків, використовувався підсилювач 

8АНЧ-7М. 

Живлення датчиків та передача сигналів на підсилюючу реєструючу 

апаратуру відбувається за допомогою перехідних та кінцевих ртутних 

струмознімачів. 

Тарування тензометричних елементів трансмісії проводилося до та після 

проведення дослідження на спеціальному пристрої шляхом прикладання 

послідовно зростаючого значення крутного моменту з інтервалом 450Нм 

(рис. 6.29). 
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Рисунок 6.29 – Тарувальні характеристики тензометричної піввісі 

трактора ХТЗ-150К 

Величина крутного моменту, що прикладався до піввісей, становила 

4·103Нм. Тарування тензометричної ланки кільцевого типу проводилось на 

розривній машині ступенями через 5·103Н. 

Запис усіх величин проводився за допомогою стандартного 

тензометричного устаткування, яке змонтоване на базі автомобіля ГАЗ-66 з 

перетворенням аналогового сигналу до цифрового та записом останнього на ПК. 

Результати експериментального дослідження трактора при перемиканні 

передач на транспортних передачах наведені в табл. 5.1. 

Результати комп’ютерного моделювання навантаженості піввісей трактора 

ХТЗ-150К (з урахуванням, що частина, яка входить до диференціалу, була 

жорстко закріплена) наведені в табл. 5.2. 

Для оцінки відповідностей двох величин, отриманих як 

експериментальним, так і комп’ютерним шляхом, проведемо статистичний 

аналіз існуючих вибірок (табл. 5.3). 
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Таблиця 5.1 – Результати експериментальних досліджень 

Передача 

Крутний 

момент на 

передній лівій 

піввісі, Нм 

Напруження 

на передній 

лівій піввісі, 

МПа 

Крутний 

момент на 

задній лівій 

піввісі, Нм 

Напруження 

на задній лівій 

піввісі, МПа 

V-VI 1290 460,2 1440 514,3 

VI-VII 1030 367,8 820 292,9 

VII-VIII 1290 460,7 1010 360,7 

VIII-VII -1080 -385,7 -1580 -564,3 

VII-VI -540 -192,8 -820 292,8 

VI-V -630 -225,0 -1420 507,1 

 

Таблиця 5.2 – Результати комп’ютерного моделювання навантаженості 

піввісей трактора ХТЗ-150К 

Крутний 

момент на 

передній лівій 

піввісі, Нм 

Напруження 

на передній 

лівій піввісі, 

МПа 

Крутний 

момент на 

задній лівій 

піввісі, Нм 

Напруження 

на задній лівій 

піввісі, МПа 

1290 437,19 1440 545,2 

1030 389,8 820 307,5 

1290 433,1 1010 385,9 

-1080 -366,4 -1580 -598,2 

-540 -206,2 -820 307,4 

-630 -236,3 -1420 537,5 
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Таблиця 5.3 – Статистичний аналіз результатів експериментальних 

досліджень та комп’ютерного моделювання 

Напруження на 

передній лівій 

піввісі за 

експериментом, 

МПа 

Напруження на 

передній лівій 

піввісі за 

моделюванням, 

МПа Р
із

н
и

ц
я
 в

ел
и

ч
и

н
, 

%
 

Напруження на 

задній лівій 

піввісі за 

експериментом, 

МПа 

Напруження на 

задній лівій 

піввісі за 

моделюванням, 

МПа Р
із

н
и

ц
я
 в

ел
и

ч
и

н
, 

%
 

460,2 437,19 –5,00 514,3 545,2 +6,01 

367,8 389,8 +5,98 292,9 307,5 +4,98 

460,7 433,1 –5,99 360,7 385,9 +6,98 

-385,7 -366,4 +5,00 -564,3 -598,2 –6,00 

-192,8 -206,2 –6,95 292,8 307,4 +4,98 

-225,0 -236,3 –5,02 507,1 537,5 +5,99 

Розрахунок  -критерію Колмогорова-Смірнова показує, що для даних 

вибірок величина зазначеного критерію становить 0,29, що вказує на високий 

рівень статистичної значимості розподілу частот однакових властивостей двох 

вибірок, що вивчаються. 

Отже, можна говорити про адекватність розрахунку напруженого стану 

елементів трансмісійної установки за допомогою комп’ютерно-імітаційного 

моделювання. При цьому, різниця величин (як видно з табл. 5.3) не перевищує 

6%. 

6.2.5 Перевірка алгоритму управління транспортно-технологічним 

агрегатом змінної маси в раціональній області навантаженості елементів 

трансмісії 

Для перевірки алгоритму управління транспортно-технологічним 

агрегатом змінної маси на базі трактора ХТЗ-17221 у складі агрегату з машиною 

для внесення рідких органічних добрив МЖТ-10 проведені експериментальні 
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дослідження сигналізатора перевантаження елементів трансмісійної установки 

трактора, розроблено на платформі Андроїд. 

Розроблена програма являє собою інформаційну систему, мета якої – 

інформування оператора про наявність напружень в елементах трансмісійної 

установки трактора, які викликають перевантаження останньої і, отже, знижують 

ресурс її деталей. 

Головне вікно програми складається з чотирьох основних зон (рис. 6.30) 

 

Рисунок 6.30 – Загальний вигляд вікна програми для управління транспортно-

технологічним агрегатом змінної маси 
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Верхня частина головного вікна програми являє собою меню для 

налаштування виду елементів трансмісійної установки та обрання складових 

елементів транспортно-технологічного агрегату змінної маси. При обрані марки 

трактора та сільськогосподарської машини програма самостійно, 

використовуючи існуючу базу даних, формує масово-геометричні показники 

транспортно-технологічного агрегату для наступних розрахунків. 

Друга (середня) частина головного вікна програми призначена для 

візуалізації розподілу навантаження по елементам трансмісійної установки. 

Враховуючи особливості архітектури смартфонів, візуалізація елементів 

трансмісії є набором покадрової анімації перерозподілу навантажені. 

Третя частина головного вікна програми призначена для відображення 

основної інформації по значенням напружень, що виникають від крутного 

моменту в елементах трансмісійної установки, та значенням циклів до втомного 

руйнування. 

При цьому, якщо величина напружень перевищує допустимі межі, а 

значення залишкової кількості циклів є критичним, четверта частина головного 

вікна програми (інформаційне табло) змінює свій колір з зеленого (див. рис. 6.30) 

на помаранчевий (рис. 6.31), а напис «Продовжуйте роботу на даній передачі» 

замінюється написом «Необхідно змінити передачу» (див. рис. 6.31). 

Для привертання уваги оператора транспортно-технологічного агрегату 

змінної маси, при перевантаженні елементів трансмісійної установки і 

необхідності зміни режиму функціонування, телефон подає звуковий сигнал, 

який вимикається тільки після повернення режиму навантаженості трансмісії до 

раціонального. 

Принцип роботи програми заснований на алгоритмі, наведеному в розділі 

5, та використанні датчика прискорення, вбудованого в корпус телефона. 

Оскільки програма розроблена на відкритій операційній системі Андроїд, можна 

казати, що вона є доступна для майже всіх існуючих смартфонів. Основною 

умовою правильного функціонування програми є розташування телефона таким 
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чином, щоб хоча б одна з вісей його акселерометра співпадала з напрямом руху 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси. 

 

Рисунок 6.31 – Загальний вигляд вікна програми для управління транспортно-

технологічним агрегатом змінної маси при перевантаженні трансмісійної 

установки 
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ВИСНОВКИ ПО РОЗДІЛУ 6 

1. При проведенні експериментальних досліджень отримані узагальнені 

нові функціональні зв’язки структурних елементів транспортно-технологічного 

агрегату змінної маси, які, на відміну від відомих, підвищують точність 

імітаційного моделювання навантаженості основних елементів транспортно-

технологічного агрегату при виконанні транспортної операції. 

2. Експериментальними дослідженнями доведена теорія формування 

навантаженості основних елементів трактора у складі транспортно-

технологічного агрегату змінної маси, яка, на відміну від відомих, дозволяє 

оцінити його працездатність при нестабільності гакового навантаження. 

Встановлено, що прискорення центру мас агрегату, як інтегральний показник, є 

основною характеристикою енергоефективності транспортно-технологічного 

агрегату. 

3. Встановлено, що при розвантаженні транспортно-технологічної машини 

у складі агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10 спостерігається зниження коливань 

центру мас агрегату, що сприяє зниженню енерговитрат на його 

самопересування. Крім того, теоретичне значення дотичної сили тяги, необхідної 

для самопересування агрегату, без урахування коливань, становить 31теоркР

кН. В результаті застосування цієї сили агрегат переміститися на відстань 

950теорcS мм (дана величина на 5% менше довжини експериментальної 

ділянки внаслідок наявності буксування), в результаті чого витратить теоретичну 

роботу 4,29теорА кДж. Наявність же додаткових переміщень центру мас 

агрегату призводить до збільшення пройденого шляху до 1600дійсcS мм, що 

вимагає докладання додаткової сили в 5,40дійскР кН і збільшення витраченої 

роботи до 8,64дійсА кДж (в 2,2 рази). Додаткова робота 4,35додА кДж 

додатково передається по валах трансмісійної установки, викликаючи їх 

додаткове навантаження. 
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4. Експериментальними дослідженнями доведено, що перехід на знижену 

передачу дозволяє знизити амплітуду коливальних рухів центру мас 

транспортно-технологічного агрегату, на фоні підвищення величини дотичної 

сили тяги на ведучих колесах трактора, в результаті чого площа, яка визначається 

відповідною реалізацією (підпростором) стає менше, в наслідок чого 

зменшується і додаткова робота, витрачена на самопересування агрегату. Тобто 

можна говорити про те, що, використовуючи простір енергетичних конфігурацій 

руху транспортно-технологічного агрегату, можна вибрати найбільш 

раціональний режим функціонування з мінімальними витратами додаткової 

роботи, величина якої визначається динамікою центру мас. 

5. Удосконалені в роботі методи аналізу навантаженості елементів 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси покладені в основу 

алгоритму управління агрегатом в зоні допустимої працездатності. Доведено, 

що наявність додаткових осцилюючих переміщень центру мас агрегату на 

1600z  мм при виконанні технологічного процесу (ХТЗ-17221 + МЖТ-10) 

збільшує необхідну роботу на самопересування conА  в 2,2 рази ( 900. теорсS мм, 

700S мм) на фоні збільшення гакової витрати палива з 270гакg г/кВт·год 

до 325гакg г/кВт·год. Додаткова робота 4,35var А кДж (при 31. теоргР кН, 

5,9 гакР кН) передається через трансмісійну установку, додатково 

навантажуючи її. 

6. Для забезпечення працездатності трансмісійної установки доведено 

твердження про зниження додаткових витрат роботи агрегату на 

самопересування і, як наслідок, зниження прискорення центру мас агрегату в 

його просторовій динаміці. Доведено, що перехід на III передачу транспортного 

діапазону дозволяє знизити навантаженість валів КПП в 3 рази (з 

44,305.
1 

валперв МПа до 64,105.
1 

валперв МПа та з 42,350.
1 

валвтор МПа до 

43,125.
1 

валвтор МПа на IV та III передачі відповідно). 
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ВИСНОВКИ 

У дисертаційному дослідженні виконано теоретичне узагальнення і нове 

вирішення наукової проблеми підвищення безвідмовності основних елементів 

транспортно-технологічних агрегатів змінної маси, що базується на зменшенні 

додаткових енергетичних витрат за рахунок раціональної динаміки їх центру 

мас. Результати досліджень дозволили сформулювати основні теоретичні та 

науково-практичні висновки: 

1. За результатами аналізу наукових концепцій і тенденцій використання 

в аграрному секторі тракторів на транспортних роботах встановлено, що 

найбільш навантаженим елементом транспортно-технологічного агрегату є 

трансмісійна установка, проблема працездатності якої, в умовах зміни маси 

агрегату, не вирішена; показники її функціонування не систематизовані і не 

обґрунтовані в достатній мірі. 

Напрямок дослідження визначено необхідністю формування системних 

властивостей транспортно-технологічних агрегатів з розробкою універсального 

методу, який забезпечує рух агрегату в заданих межах навантажень. 

2. Запропоновано оцінку працездатності транспортно-технологічного 

агрегату, як системи, за його системними властивостями: навантаженістю та 

працездатністю трансмісійної установки на підставі показників динаміки 

центру мас агрегату при виконанні технологічного процесу. В якості показників 

прийняті: прискорення і переміщення центру мас агрегату в просторі, дотична 

сила тяги трактора, робота, витрачена на самопересування агрегату і на 

осциляційний рух його центру мас. 

3. Обґрунтовано нові залежності, які є науковою новизною дослідження, 

просторової динаміки центру мас транспортно-технологічного агрегату при 

виконанні технологічного процесу. Встановлено, що причіпне агрегатування 

машини, на відміну від напівначіпного, дозволяє знизити поздовжні коливання 

центру мас на 60%, поперечні – на 50% і вертикальні – на 66,7%. 
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4. За результатами комплексного аналізу енергетичних втрат 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси, при виконанні 

технологічного процесу, обґрунтована концепція системного підходу, яка є 

науковою новизною дослідження, підвищення працездатності останнього, яка, 

на відміну від відомих, базується на доведеному твердженні забезпечення 

мінімуму енергетичних втрат на осциляційні рухи центру мас. Встановлено, що 

«хорошою» кривої апроксимації є лемніската простору енергетичних 

конфігурацій, яка дозволяє детально вивчити додаткову роботу агрегату при 

виконанні технологічної операції. 

5. Уточнено теорія формування сили опору перекочування ведучого 

колеса трактора в складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, 

яка, на відміну від існуючих, враховує нестаціонарність гакового навантаження 

внаслідок коливальних рухів центру мас. Доведено, що останню можна 

представити у вигляді кусочно-лінійної функції, що характеризує скидання і 

накидання навантаження, які періодично змінюють одне одного. Встановлено, 

що збільшення коефіцієнта поглинання з 0ij  до 5,1ij  і відношення 

постійних часу  до 5 дозволяє поліпшити показники перехідного процесу 

трансмісійної установки. 

6. Удосконалені в роботі методи аналізу навантаженості елементів 

транспортно-технологічного агрегату змінної маси покладені в основу 

алгоритму управління агрегатом в зоні допустимої працездатності. Доведено, 

що наявність додаткових осцилюючих переміщень центру мас агрегату на 

1600z  мм при виконанні технологічного процесу (ХТЗ-17221 + МЖТ-10) 

збільшує необхідну роботу на самопересування conА  в 2,2 рази ( 900. теорсS мм, 

700S мм) на фоні збільшення гакової витрати палива з 270гакg г/кВт·год 

до 325гакg г/кВт·год. Додаткова робота 4,35var А кДж (при 31. теоргР кН, 

5,9 гакР кН) передається через трансмісійну установку, додатково 

навантажуючи її. 

1Tv
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7. Для забезпечення працездатності трансмісійної установки доведено 

твердження про зниження додаткових витрат роботи агрегату на 

самопересування і, як наслідок, зниження прискорення центру мас агрегату в 

його просторовій динаміці. Доведено, що перехід на III передачу транспортного 

діапазону дозволяє знизити навантаженість валів КПП в 3 рази (з 

44,305.
1 

валперв МПа до 64,105.
1 

валперв МПа та з 42,350.
1 

валвтор МПа до 

43,125.
1 

валвтор МПа на IV та III передачі відповідно). 

8. Обґрунтовано методику забезпечення функціонування транспортно-

технологічного агрегату змінної маси з мінімізацією відхилення 

навантаженості його основних елементів від базових значень. Запропоноване 

зниження передавального числа КПП за рахунок переходу на строго певну 

передачу дозволяє підвищити працездатність її елементів, збільшуючи термін 

служби шліцьових з’єднань у 2,2 рази. 

9. Адекватність розробленої математичної моделі транспортно-

технологічного агрегату змінної маси на базі колісного трактора підтверджена 

експериментальними дослідженнями і комп’ютерним моделюванням на 

прикладі агрегату ХТЗ-17221 + МЖТ-10. Максимальна похибка при порівнянні 

теоретичних результатів з експериментальними не перевищує 7%, що дозволяє 

провести на базі оцінки переміщення центру мас агрегату комплексні 

теоретичні дослідження навантаженості його елементів. 

10. Отримано практичні рекомендації щодо вибору режимів роботи 

трактора на основі запропонованого алгоритму. Встановлено, що рух з повною 

транспортно-технологічної машиною необхідно проводити на III передачі 

транспортного діапазону з можливим переходом на II передачу. Вихід же за 

зазначені межі веде до зниження терміну служби шліцьових з’єднань 

первинного і вторинного валів КПП. Дотримуватися цього режиму необхідно 

до співставлення мас агрегату і трактора. 

11. Головні результати досліджень з оцінки навантаженості трансмісії 

колісного трактора в складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси, 
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які доведені до методів, методик, алгоритмів і програм, використовуються в 

державних наукових установах, на виробництві і в навчальному процесі. 
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